mashtirish [, + X -I-...-I-x5| miqdorini o°‘zgartirmaydi, ya'ni |(Tx1)2 -I-...-I—(Txn)2| = |x12 +x] -|-...-|-xj|.
Bundan kelib chiqadiki, ixtiyoriy 0 € [[,dim[]=m tekisligi uchun u |H gisqartmasi IT\{0} to‘plamda

subgarmonik funksiya bo‘ladi. 4-teoremaga ko‘ra, #(x) maksimal 7 — psh funksiya hisoblanadi.

3. Xulosa. Ishda m -plyurisubgarmonik va m -subgarmonik funksiyalar sinflari har tomonlama o°r-
ganilib, ularning o‘zaro bog‘ligligi o‘rganildi va bundan foydalanib, maksimal 2 -plyurisubgarmonik
funksiyalarning xossalari yoritildi. Ishda hagiqiy fazoni kompleks fazoga joylashtirish orqali 7 — psh va

m— sh funksiyalar orasidagi muhim ekvivalentlik teoremasi isbotlangdi. Bu natija mazkur m-plyurisub-
garmonik funksiyalarni o‘rganishda kompleks analiz usullaridan samarali foydalanish imkonini beradi.
Shuningdek, maksimal # -plyurisubgarmonik funksiyalar uchun maksimum prinsipiga tayangan holda
muhim natijalar olindi. Maksimallikni ta’minlovchi yetarli shartlar keltirilib, nazariy olingan natijalar va
shartlarni tushinishga yordam beruvchi aniq misol korsatilgan. Magolada olingan natijalar 2 -plyurisub-
garmonik funksiyalar nazariyasini yanada rivojlantirishga xizmat giladi hamda ko‘p o‘lchamli analiz va
qavariq geometriyada yuzaga keladigan masalalarni tadqiq etishda muhim ahamiyat kasb etadi.
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BA’ZI OCHIQ RIMAN SIRTLARINI ALGEBRAIK VA XOS GOLOMORF JOYLASHTIRISH
HAQIDA

Annotatsiva. Mazkur ishda kompleks tordan chekli nugta olib tashlash orqali hosil gilingan ochiq
Riman sirtining C3 fazoga algebraik joylashtirilishi tadqiq etiladi. Veyershtrass §-funksiyasi yordamida
aniq xos golomorf joylashtirish qurilib, uning obrazi affin algebraik egri chizig ekani ko ‘rsatiladi. Yarim
davr holatida yuzaga keladigan maxsus holat alohida tahlil gilinib, uni bartaraf etuvchi konstruksiya taklif
etiladi.

Kalit so‘zlar: ochiq Riman sirti, kompleks tor, Veyershtrass funksiyasi, xos golomorf joylashtirish,
algebraik egrik chizig.
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O COOTBETCTBYIOLIEM I'OJIOMOP®HOM U AJI'EBPAUYECKOM BJIOKEHUN
OTKPBITOI PUMAHOBO¥ NOBEPXHOCTH

Annomauus. B oannoii pabome ucciedyemes aneebpaudeckoe 1ox#ceHue Omxpsulmol pUMAaHO8oT
nOGepXHOCMUL, NOLYHEeHHOU NymeMm YOQNeHUs KOHeYHO20 YUCIA MOYeK U3 KOMNIEKCHO20 mopd, 6 npoc-
mpancmeo C3. C nomowwio fo-hyuxyuu Beiiepmumpacca cmpoumces aernoe cobemeentoe 2010MopHoe
8/1024CeHUEe U NOKA3LIGACMC, MO €20 00pa3 aeiiemcesa ag@unnoli arcedpauyeckoti kpueot. OmoeibHO
paccmampueaemcs CReYUAnbHbIT CAYHAl, GOZHUKAIOWUN 8 CUmyayuu noiynepuooos, u npeoideaemes
KOHCMPYKYUS, YCIMPAHAIOWAS GOSHUKAIOULYIO GbIPOHNCOCHHOCHTD.

Knrwuegoie cnosa: omkpeimas pumaHosd NOGePXHOCHIb, KOMWIEKCHuI mop, QyHkyus Beiiep-
wmpaced, co6CmeeHHoe 20N0OMOPPHOE LONHCEHUE, ANeeOPAuYecKas KPUBAS.

ABOUT THE CORRESPONDING HOLOMORPHIC AND ALGEBRAIC EMBEDDING OF AN
OPEN RIEMANN SURFACE

Annotation. This paper investigates the algebraic embedding of an open Riemann surface, obtained
by removing a finite number of points from a complex torus, into the space C3. Using the Weierstrass §o-
function, an explicit proper holomorphic embedding is constructed, and it is shown that its image is an
affine algebraic curve. A special case arising in the half-period situation is considered separately, and a
construction eliminating the resulting degeneracy is proposed.

Keywords: open Riemann surface, complex torus, Weierstrass function, proper holomorphic em-
bedding, algebraic curve.

Kirish. Ochiq Riman sirtlarini kompleks Yevklid fazolariga joylashtirish masalasi kompleks analiz
va kompleks geometriyaning muhim yo‘nalishlaridan biri hisoblanadi. Bishop va Narasimhan natijalariga
ko‘ra har ganday ochiq Riman sirti C3 fazoga xos golomorf joylashtiriladi. Ammo ochiq Riman sirtlarini
algebraik joylashtirish (ya’ni obrazi algebraik egri chiziq bo‘ladigan xos golomorf joylashtirish) haligacha
dolzarb masala bo‘lib qolmoqgda. Mazkur ishda kompleks tordan chekli nuqtani chiqarib tashlash orqali
hosil qilingan ochiq Riman sirtini algebraik joylashtirish quriladi.

Mavzuga oid adabiyotlar tahlili. Shteyn ko*pxilliklarini CV evklid fazosiga xos golomorf joylash-
tirish muhim hisoblanadi. Birinchi muhim natija 1956-yilda R Remmert [12] tomonidan olingan bo‘lib, u
har bir n-o‘lchamli X Shteyn ko‘pxilligi yetarlicha katta N uchun biror CV fazoga xos golomorf joyla-
shishini ko‘rsatdi. 1960-1961-yillarda E.Bishop va R .Narasimhan bir biridan mustaqil ravishda Remmert
teoremasi N = 2n + 1 da ham o‘rinli bo‘lishini isbotladilar ([3], [11]). Keyinchalik, 1970-yilda O.Forster

ushbu Bishop-Narasimhan natijasini yaxshilab, N ni [5?"] + 2 ga tushirdi hamda N ni [37"] + 1 dan kichik

qilish mumkin emas degan gipotezani ilgari surdi [6]. 1992-yilda Y .Eliashberg va M.Gromovlar bu gipo-
tezani isbotladi.

Teorema (Eliashberg—Gromov [4]). Agar har ganday n-o°‘lchamli X Shteyn ko‘pxilligi uchunn = 2

3

bo‘lsa, CV fazoga xos golomorf tarzda joylashadi. Bu yerda N = [Tn] + 1.

Yugqoridagi teorema n = 1 holatida, ya'ni, X ochiq bog‘lamli Riman sirti bo‘lganda Forster-Bell-
Narasimhan gipotezasi quyidagicha bo‘ladi.

Gipoteza. Har ganday X ochiq bog‘lamli Riman sirti C? fazoga xos golomorf joylashadimi?

Umumiy holda hozirgacha masala ochiq bo‘lib, ba’zi ochiq Riman sirtlari C* ga xos golomorf joyla-
shishga ega ekanligi ma’lum. Ba’zi ma’lum misollarni qaraylik, yani, ochiq birlik disk (Kasahara—Nishino,
1970), C dagi teshikli tekislik (H.B.Laufer, 1973), teshilgan disk (H.Alexander, 1977, [1]). Keyinchalik
J.Globevnik and B. Stensenes [9]da, agar X chegarasi silliq bo‘lgan va yakkalangan chegara nuqtalari bo‘l-
magan har ganday chekli bog‘lamli tekis soha uchun gipoteza o‘rinli bo‘ladi. 2009-yilda F Forstneri¢ va
E.F.Wold eng yaxshi natijani isbotladilar [7], agar X — chegarasi silliq bo‘lgan Riman sirti bo‘lsa va X ning
ichida C? ga golomorf joylashtirish mavjud bo‘lsa, u holda X sirt C? ga xos golomorf joylashadi.

Endi boshqa ma’lum muhim natijalarni sanab o‘tsak: ayrim Riman sirtlarini C? ga interpolyatsiya bi-
lan xos joylashtirish [10], Shteyn ko‘pxilliklar orasidagi uzluksiz akslantirishlarni deformatsiya qilish
orqali joylashtirish [2], ba’zi shartlar bilan cheksiz bog‘lamli sohalarning C? ga joylashtirilishi ko‘rsatilgan
[8]. Bumasala kompakt Riman sirtlarini kompleks fazolarga golomorf joylashtirish hatto algebraik joylash-
tirish masalasi birinchilardan bo‘lib K.Kodaira ishlarida o‘rganilgan bo‘lib, ixtivoriy X kompakt Riman
sirti P3 proyektiv fazoga joylashtiriladi [5;30-b.]. Demak, n = 1 uchun umumiy holda E.Bishop va R.
Narasimhan natijasi quyidagicha.
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Teorema (E.Bishop va R Narasimhan). X ochiq Riman sirti bo‘lsin. U holda X sirt C3 ga xos golo-
morf joylashtiriladi.

Ushbu ishda biz X = T\{p;, p,} ochiq Riman sirtining C* ga algebraik joylashtirilishini quramiz. Bu
esa Bishop—Narasimhan teoremasining konstruktiv va algebraik versiyasi bo‘ladi.

Tadqiqot metodologiyasi. Kompakt Riman sirtlar ustida, odatda, meromorf funksiyalar qaraladi.
Elliptik funksiyalar va kompleks torlaming algebraik modeli Veyershtrass go-funksiyasi orqali tavsiflanadi

[5; 174-b.]. Avtaylik, w4, w, € C lar R maydonda chiziqli erkli (% 4 R) va ushbu
2

A={w € C:w = nw, + mw,,n,m € Z}
panjarani qaraylik. Biz C da ushbu
21,72, €C,21 — 2, EN & z,~27,
ckvivalentlik munosabatini kiritib 7 = C/A faktor fazoga, ya'ni kompakt Riman sirti torga ega

bo‘lamiz. Torda aniqlangan meromorf Veyershtrass §-funksiyasini qaraylik (5;13-b.):
1

£ =+ Zoso (Gogr — 22)

Bu funksiya T da ikkinchi tartibli qutbga cga va #(2z;) = §#(z,) bo‘lishi uchun z; = +z,(modA)
bo‘lishi zarur va yetarli. Shuningdek, Veyershtrass go-funksiyasi va uning hosilasi orasida quyidagi bog*-
lanish mavjud [5; 174-b.]

(@ (2))? = 4p(2)° - 9260(2) g3 (1

Bu yerda, g, = 60 Xnm)=(0,0) —, g3 = 140 2(nm)=(0,0) 5 wG

EF Wold [13] quyidagi natijani isbotlagan: agar 2(p; —p;) € C\A bo‘lsa, u holda ¥ =
(fpr 9p,): T\{P1, 2} = C? xos golomorf joylashtirish bo‘ladi. Bu yerda: fo, = #(z—p1) va gp, =
#(z2—p,).

Teorema. X = T\{p,, p,} ochiq Riman sirti berilgan bo‘lsin.

1. Agar 2(p; — p;) € C\A bo‘lsa, u holda

1
X - C3 = !
D: X - C3,9(2) (JO(Z)JJ" @, (2 (2) — () (P(2) — @(pz))>

akslantirish Xni C3ga xos golomorf joylashtiradi va uning obrazi affin algebraik egri chiziq bo‘ladi.
2. Agar 2(p; — p2) € A, pq # p; bo‘lsa, u holda
#:X > ,00) = (90O (e o)
' ' ' "($(2) — p(p1))?

akslantirish X ni C3ga xos golomorf joylashtiradi va uning obrazi affin algebraik egri chiziq bo‘ladi.
Isbot. 1-hol. 2(p; — p,) € C\A bo‘lsin, unda Veyershtrass @-funksiyasi @ (p1) # #(p;) bo‘ladi.
Ushbu akslantirishni garaylik,

, 1
O:X - C,0(2) = (“" (@), 0'(2), (so(z)—so(pl))(so(z)—so(pz))) 2)

Qulaylik uchun
1

Z) =
= 6@ e @@ - 90
deb belgilaymiz. §(z) va #'(z) funksiyalar T torda meromorf funksiyalar bo‘lib, ulaming qutblari

fagat panjara nugtalari bo‘ladi. p;,p, € X bo‘lishidan §(z), §#'(z) funksiyalar X da golomorf bo‘ladi.
Bundan tashqari, f(z) funksiya faqat p, va p, nuqtalarda qutblarga ega. Bundan esa f(z) € O(X) bo‘ladi.
Demak,

¢:X - C3
golomorf akslantirish bo‘ladi. Endi ®:X — C3ni botiruvchi akslantirish ekanligini ko‘rsatmiz. ®
ning differensialini qaraylik, ya'ni
dd(z) = (9'(2), £ (2). f'(2)).
Aytaylik, d®(z) = 0 bo‘lsin, unda
{g)’(z) =0,
#"(2) = 0.
Ma’lumki, $'(z) = 0 tenglik faqat yarim davrlarda bajariladi. Bunday nuqtalarda esa f'’(z) # 0.
Hagqiqatdan ham, (1) tenglikni differensiallab:

20'(2)p" (2) = (120(2)* — g2)#'(2)
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ega bo‘lamiz. Yarim davrlarda #’(z) = 0 bo‘lsa ham, £''(z) = 0 bo‘lishi mumkin emas, aks holda,
§#'(2z) ning noli karrali bo‘lib qoladi. Bundan esa elliptik egri chiziq singulyar bo‘lib goladi. Demak, har
bir z € X uchun d®(z) # 0. Bundan ® botiruvchi akslantirish bo‘ladi. Keyingi gadamda bu inektiv akslan-
tirish bo‘lishini ko‘rsatamiz. ¥ z;, z, € X uchun

®(z1) = P(22)

#(21) = $(22),6'(21) = #'(22).
(#(2), §'(2)) juftligi (1) ni ganoatlantiradi, ya’'ni tor nuqtasini aniglaydi. Bundan z; — z, € A ham-
da teorema 1)-shartidan z; = z, bo‘ladi. Bundan ® inektiv
akslantirish. Endi @ ning xos akslantirish ekanligini ko*rsatamiz. Buning uchun p;(j = 1,2) nuqta atrofida
Veyershtrass go-funksivasi uchun
#(2) =p@)+cz—pP*+0(z—p)*,c#0(=12).
chekli yoyilmaga egamiz. §(p1) # §#(p2) bo’lgani uchun p;(j = 1,2) nugtalar atrofida

1
f@)~ >
c(o(p1) — @(Pz))(z - Pj)

Shuning uchun z - p; (z = p;) da ll (z) ll- oo bo‘ladi. T tor kompakt to‘plam bo‘lgani uchun, X
fazodagi hech bir kompakt qism to‘plamda yotmaydigan har qanday ketma-ketlik qismiy ketma-ketligi p;
yoki p, ga yaqinlashadi. Demak, har qanday K < C3 kompakt uchun ®~1(K) kompakt bo‘ladi. Shunday
qilib, ® xos golomorf akslantirish. Agar

u=gp(2),v=0'"2),t=[(2)
deb olsak, unda (1) tenglik uchun
v? =4ud — g,u—gs,

bo‘lsin. Undan esa

hamda

tu—p@))w—-e@)) =1
Demak, ®(X) quyidagi algebraik tenglamalar bilan aniqlanadi:
{ v? = 4u® — g,u—gs,
tu—p@E))w—p@2)) =1
Shuning uchun ®(X) xos golomorf akslantirish C3dagi affin algebraik egri chiziq bo‘ladi.
2-hol. Endi 2(p; — p,) € A, p; # p, bo‘lsin, unda Veyershtrass g-funksiyasi
#(p1) = #(p2) = a bo‘ladi. Ushbu akslantirishni qaraylik:

DX > C3,d(z) = (p(z),p’(z),%). 3)
Qulaylik uchun
g(z) — ﬂ
(#(2) —a)?

deb belgilaymiz. Yuqoridagi kabi ko‘rsatish orqali (3) golomorf botiruvchi akslantirish bo‘ladi. (3)
ning inektiv akslantirish bo‘lishini ko‘rsatamiz. V z4, z; € X uchun ®(z,) = ®(z;) bo‘lsin. Undan esa

$(21) = 9(22), '(21) = ' (2y).

Yana (1) gako‘ra, z; = z; bo‘ladi. Bundan @ inektiv akslantirish. Endi & ning xos akslantirish ekan-
ligini ko*rsatamiz. Buning uchun p;(j = 1,2) nuqtalar atrofida Veyershtrass o-funksiyasi va uning hosilasi
uchun

0@ = p@)) +cz—p)? + 0z — ),
$'(2) = 2¢(z—p)) + 0((z—p;)*)c #0( =1,2).

Shuning uchun

gz~ C = const, (j = 1,2)

(z—p))*

Demak,

lg(2)| = 0z = p, (z = p2).

Natijada z = p; (z = py) da | (2) ll= o bo‘ladi. Demak, har ganday K © C3 kompakt uchun

®~1(K) kompakt bo‘ladi. Shunday qilib, ® xos golomorf akslantirish. Agar
u=p),v=4p2)t=9g)

deb olsak, unda (1) tenglik uchun

v? = 4u® — gyu— gs,
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hamda,
t(u—a)? =v.
Demak, ®(X) quyvidagi algebraik tenglamalar bilan aniqlanadi:
{vz = 4ud — g,u — gs,
t(u—a)® = v.

Bu yerda, g, = 60 Z(n,m):e(o,o)ﬁu% = 140 X (nm)=(0,0) ﬁ Shunday gilib, ®: X - C3 xos golo-
morf joylashtirish bo‘lib, uning obrazi affin algebraik egri chiziq bo‘ladi. Teorema isbot bo ‘Idi.

Xulosa. Ishda ikki nuqta olib tashlangan kompleks torni C3ga algebraik joylashtirish qurildi. Ushbu
natijani tordan chekli sondagi nuqtalarni chigarib tashlangan ochiq Riman sirtlari uchun umumlashtirish
mumkin.
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QO*‘SHIMCHA HADLI KAMASSA-HOLM TENGLAMASINI INTEGRALLASH

Annotatsiva. Ushbu ish qo ‘shimcha hadli Kamassa-Holm tenglamasini davriy funksiyalar sinfida
integrallashga bag ‘ishlangan. Avvalo, boshlang ‘ich shart sifatida berilgan funksiyani vaznli Shturm-

Liuvill tenglamasining koeffitsiventi deb qarab, to ‘g 'ri masala yechiladi va t = 0da spektral berilganlarni

hosil gilinadi. Keyin t > Qda vaznli Shturm-Liuvill tenglamasining spektral berilganlarining vaqt bo ‘yi-
cha o ‘zgarish dinamikasini ifodalovchi Dubrovin tenglamalari sistemasi hosil gilinadi va yechimning mav-
judligi va yagona ekanligi isbotlanadi. Oxirida teskari spektral masala yechish algoritmidan foydalanib,
hisoblangan spektral berilganlar asosida qo ‘shimcha hadli Kamassa-Holm tenglamasining yechimini gay-
ta tiklash algoritmi taqdim etiladi.
Kalit so‘zlar: vaznli Shturm-Liuvill tenglamasi, Kamassa-Holm tenglamasi, teskari masala, lakuna,
izlar formulasi.
Araxxonos Anmmon O3o0x08m4 (Crapmiii npenogaBaTe/ib YPreaucKoro rocyaapCcTBeHHOTO YHHBEPCHTETA
nvenn A0y Paiixana bepynn; diwa_4848@mail.ru)
HUHTEI'PUPOBAHUE YPABHEHUA KAMACCA-XOJIMA C JOINOJHUTEJBbHBIM
YJIEHOM
Anunomayus. Jlannas padoma noceswyena unmezpuposanuio ypasnenus Kamacca—Xonma ¢ donon-
HUMENbHBIM YIeHOM 8 Kidcce nepuoouyeckux Qyuxyui. Ilpedcoe ecezo, Npunumas 3000HHYI0 HAYATNBHYIO
Qyuryuio 6 kavecmee xo3gpPuyuenma ypasnenus Lmypma-Jluyeunns ¢ eecom, popmynupyemes u peuia-
emcsl nPaGUILHO NOCMAGIeHHAS NPAMAR 3a0a4d, no pesyivmamam komopoii 6 movenm t = O nonyuarom-

cs cnexmpanvhuvie oanuvie. 3amem npu t > 0 evigooumes cucmema ypaenenuii J[y6posuna, onucuieaouyux
OQUHAMUKY USMEHEHUs CNeKMPATbHBIX OAGHHBIX 60 8PEeMEHU, U OOKA3LIBAIOMCS CYUeCmE08anUe 1 eOUHCHI-
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