funksiya C ga golomorf davom etadi, ya’ni, |Z | > R, R > m sohadabutun funksiya bo‘ladi. Nati-

jada
In|f,(z)|<C"+dp(z)=C"+2dIn[|
bolishidan [, (z)=c¢,+ ¢z +...+ ¢,z7 ko‘rinishdagi d -darajali ko‘phad boladi. f(z)
d
funksiya C\N da golomorf bolib, cheksizlikda |2|* dan oshmaydi. Liuvill ([8], 2-bob,
6-§, 2-teorema) teoremasiga ko’ra, f m (Z ) darajasi d dan katta bo‘Imagan ko*phad bo‘ladi. (4) dan

f(z) = fm(z)+ gl(z)+ g2(2)+ .tg, (Z)
tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikning o°ng qismini g (Z ), i=172,...,m larni umumiy maxrajga
keltirib, soddalashtirsak ushbu
‘ - 1 1
f(z) = > GO AR — _
iy o T =1 (zmm)

tenglik hosil bo‘ladi. Teorema isbot bo‘ldi.
[9] ishda C\N — parabolik Riman sirtidagi polinomlar fazosi o‘lchami, ya’ni,

dim .?;) d(X ) < 2d bo‘lishi ko‘rsatilgan bo‘lib, yuqoridagi teorema isbotsiz keltirilgan.

Magolada parabolik Shteyn ko‘pxilliklarda aniglangan golomorf funksiyalar sinfi p —polinom-
larning asosiy xossalari, xususan qamrov funksiyasining logarifmik singulyarliklari yordamida funksiya-
ning qutb tartiblari bilan bog‘ligligi asoslab berilgan. Asosiy natija sifatida har ganday d — darajali poli-
nomni chekli sondagi ratsional funksivalar yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash mumkinligi isbotlangan. Bu
natija Loran yoyilmasi va Liuvill teoremasiga tayangan holda olingan bo‘lib, parabolik ko‘pxilliklarda poli-
nomlar tuzilishini yanada chuqurroq tushunish imkonini beradi. Olingan natijalar kompleks analiz, aynigsa
ko“pxilliklar nazariyasida polinomlar va golomorf funksiyalami o‘rganishda muhim ahamiyatga ega bo‘lib,
keyingi tadgiqotlar uchun asos bo‘lib xizmat qilishi mumkin.
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ELLIPSDAGI CHIZIQLAR OILASINING MODULI HAQIDA

Annotatsiyva. Chiziglar oilasining moduli qaralayotgan sohalar oddiy(to ‘g ‘ri to ‘rtburchak, konsen-

trik halga, fazoda parallelepiped kabi) bo ‘Igan hollardagina hosoblangan. Ushbu maqolada tekislikdagi
ellipsni yon tomonlarini tutashtiruvchi chiziglar oilasining moduli yordamchi konform akslantirishlar
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yordamida to'g ‘ri to ‘rthurchakka keltirib hisoblangan. Bunda Jukovskiy funksiyasi(uning teskarisi) va
elliptik integrallardan foydalanilgan.
Kalit so‘zlar: ellips, chiziglar oilasining moduli, konform akslantirish, kvazikonform akslantirish, el-
liptik integral.
Baxoaup I0agamesna Cyaranos (YpreHuckuii rocy1apCTBeHHBII Ie1arornyeckKiii HHCTHTYT, K.¢.-M.H.

HAYK, 1.0, T0TICHT} E-@ail: sultanovbaxodir667@gmail.com)
O MOAYJIE CEMEUCTBA IIPAMBIX HA SJIJIUIICE
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mMampueaemvle 00IACHU AGAAIOMCS NPOCHBIMU (HANPUMED, NPIMOYSOAbHUK, KOHYEHMPULECKOe KOIbYO,
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QDYHKYU) U IATURMUYECKIE UHMEeSPATbL.
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Email: sultanovbaxodir667@gmail.com)
ABOUT THE MODULUS OF A FAMILY OF LINES ON AN ELLIPSE

Annotation. The modulus of a specific family of curves is calculated only when the domains under
consideration are simple (e.g., a rectangle, a concentric ring, or a parallelepiped in space). In this article,
the modulus of a family of lines connecting the sides of an ellipse in a plane is calculated by reducing it fo
a rectangle using auxiliary conformal reflections. The Joukowski function (its inverse) and elliptic integrals
are used.

Key words: ellipse, modulus of a family of curves, conformal reflection, quasiconformal reflection,
elliptic integral.

Kirish. Kvazikonform akslantirishlarning tekislikdagi geometrik nazariyasidagi masalalarni ye-
chishda asosiy instrument sifatida konform akslantirishlar va chiziglar oilasining modulini o‘zgarishini o‘r-
ganish muhimdir. Fazoda esa konform akslantirishlar affin akslantirishlaridan iborat bo°lib golganidan, fa-
zodagi va tekislikda chiziglar oilasining modulini o‘rganish juda dolzarbdir. Tekislikda chiziglar oilasining
moduli to‘g‘ri to‘rtburchak, konsentrik halga bo‘lgan hollardagina hosoblangan. Ushbu magolada tekislik-
dagi murakkabroq bo‘lgan soha-ellipsni yon tomonlarini tutashtiruvchi chiziglar oilasining moduli hisob-
langan.

Ma’lumki, chiziglar oilasining moduli mos kondensator sig‘imiga teng. Bu va shunga o‘xshagan tat-
biglardan ko‘rilayotgan masalani amaliy ahamiyatga ega bo‘lgan dolzarb mavzuga bog‘ishlangan degan
xulosaga kelamiz.

Mavzuga oid adabiyotlarning tahlili. Tekislikda kvazikonform akslantirishlar nazariyasi 1928-yil-
dagi Gryoch masalasidan boshlanib klassik nazariyaga aylangan [1]. Bu nazariyada geometrik masalalarni
vechish uchun asosiy instrumentlar sifatida konform akslantirishlar va chiziglar oilasining modulini o‘zga-
rishini baholash xizmat giladi. Fazoda kvazikonform akslantirishlarni kiritilashiga esa 1960-yildagi B.V.
Shabatning parallelepipeddagi chiziglar oilalarining modullarini kiritilishi asos bo‘lgan [2]. Fazodagi kon-
form akslantirishlar faqat affin akslantirishlaridan iboratligi sababli fazoviy kvazikonform akslantirishlar
geometrik nazatiyvasida masalalarni yechishda asosiy instrument fagat chiziglar oilasining moduli, unga
mos kondensator sig‘imi hamda ulaming umumlashmalari(konfiguratsiva moduli, unga mos polikonden-
sator sig‘imi)ni o‘zgarishini baholashlar xizmat giladi [3].

Tikislikda va fazoda juda kam hollarda, garalayotgan sohaning sodda ko‘rinishlari uchun(to‘g‘ri
to‘rtburchak, doiraviy halga, parallelepiped kabilardagi) chiziglar oilasining modullari hisoblangan. Men
tomonimdan “Trapetsivadagi chiziglar oilasining moduli” mavzusidagi tezisimda trapetsiyaning qarama-
qarshi yon tomonlarini tutashtiruvchi chiziglar oilasining moduli hisoblangan. Ushbu magolada esa ¢llips
ichidagi bitta chiziglar oilasining moduli hisoblangan.

Tadqiqot metodologiyasi. Tekislikdasi kvazikonform akslantirishlaming geometrik nazariyasida
chegarasi bir nugtadan ko‘p bo‘lgan ixtiyoriy bir bog‘lamli sohani birlik doiraga konform akslantirish
mumkin (Riman teoremasi)ligidan foydalanib, biz ellipsni to‘g‘ri to‘rtburchakka o‘tkazish mumkinligi ha-
qidagi xulosani olamiz. Ammo aynan shu akslantirishni o‘zini qurish esa ancha murakkab jarayondir. Ma-
golada izlanadigan akslantirish Jukovskiy funksiyasiga teskari akslantirish va elliptik integrallar yordamida
amalga oshiriladi.
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Tahlil va natijalar. QXY Dekard koordinatalar tekisligida simmetriya markazi(0,0)nuqtada

bo‘l-gan ellips /) berilgan bo‘lsin. U holda uning fokal masofasicC = \/az —b* hamda fokuslari
I (=c,0) va F,(c,0) nuqtalarda bo‘ladi.
Masala. Shu ellepsni X < —C va X = C yarim tekisliklardagi gismlarini tutashtiruvchi va ellips ichi-
da yotuvchi chiziglar oilasi I" ni moduli M (I") ni toping.
Eslatma. OXY tekisligida I" = { 7/},7/ C D chiziglar oilasining moduli M (F) quyidagicha
aniglanar edi:

M) =inf || o (x, y)dxdy

Bunda Inf barcha p(x, y) > O bolgan hamda I chiziglar oilasiga tegishli bo‘lgan har bir lokal
yigiiluvchi ¥ € I chiziglar uchun

J.pdszl
7

shartni gqanoatlantiruvchi barel funksiyalari(metrikalari) bo‘yicha olinadi.

Yechish. Chiziglar oilasining moduli konform invariant kattalikdir. Shu sababli Rimann teoremasiga
asosan ellipsni to‘g ri to‘rtburchakka konform akslantirib, ellipsdagi chiziglar oilasining modulini konform
obraz bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakdagi mos chiziglar oilasining moduli sifatida topamiz.

Birinchi qadamda ellips ichidagi sohani yuqori yarim tekislikka akslantiramiz. Ellips ichidagi soha

X2 y2
D={(x,y): —+2=<1
{( y) eI }

bo‘lsin. Kompleks tekislikda z = x + iy deb olamiz. Bizda fokus masofa ¢ = +/ a’ —b* edi

Birinchi navbatda, Jukovskiy funksiyasiga teskari akslantirishdan foydalanib, ellips ichini birlik doi-
raichiga, undan keyin buni yuqori yarim tekislikka o‘tkazib olamiz. Buning uchun fokal masofa vordamida
Jukovskiy funksiyasini standartlashtiramiz:

c 1
Z:5(§+E).

. o . L .o, a+h
Bu akslantirishda ellipsning chegarasi ¢ tekisligida radiuslari R =

c
halgaga o‘tadi. Buni sohaga moslab, konform akslantirish yordamida, z tekisligidagi ellips chegarasi va

1
VaE bo‘lgan konsentrik

uning ichidagi ba’zi muhim nugtalar yuqori yarim tekislikka (Im(l)> O) quyidagicha akslanadi:

x = cnugta 7 =1 nuqtaga;
X =—cnugta = —1 nuqtaga.

1
Ellipsning o‘ng chekka nuqtasi x =« esa { = E nuqtaga (O <k < l) ,

Ellipsning chap chekka nuqtasi x = —a ¢sa { = —; nuqtaga o‘tadi.

Bu yerda k parametr elliptik modul(ellips geometriyasiga bog‘liq).
Endi ikkinchi yordamchi akslantirishdan foydalanib yuqori yarim tekislikni to‘g‘ri to‘rtburchakka

o‘tkazamiz. Bunda biz +1va * ; uchlari belgilangan yuqori yarim tekislikni to‘g‘ri to‘rtburchakka

akslantirish uchun Shvarts-Kristoffel integrali(birinchi tur elliptik integral)dan foydalanamiz
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t
W:f(t):.[ 2dt 2,25
2 J(L=12)(1— k%)
Bu akslantirish ta’sirida yuqori yarim tekislik to‘g ri to*rtburchakka shunday akslanadiki, bunda:
t =1 nuqta w = K (k) nuqtaga,

1
[ = - nugta W = K (k) +iK'(k) nuqtaga,
t =—1 nugta w = —K (k) nuqtaga,
t= —z nuqta W = —K (k) +iK'(k) nuqtaga o‘tishini ko*rishimiz mumkin.

Yuqorida amalga oshirilgan akslantirishlardan kelib chigib, I chiziglar oilasi tutashtirayotgan
gismlar xaqida quyidagi xulosalarga kelamiz:

1
1. x < cqismi £ tekisligida (—;,—1 intervaliga, w tekisligida esa yuqorida keltirilgan to‘rt-

burchakning chap tomoniga mos keladi.

1
2. x> cqismi ¢ tekisligida (1,; intervaliga, w tekisligida esa yuqorida keltirilgan to‘rtbur-

chakning o‘ng tomoniga mos keladi.
Shunday qilib, w tekisligida hosil bo‘lgan to°g*ri to*rtburchakning:
Kengligi (go‘rizontal o‘Ichami): 2K (k ) (chunki bu uzunlik -K (k ) dan K (k ) gacha).
Balandligi(vertikal o‘lchami): K'(k) (chunki bu uzunlik 0 dan K'(k) gacha.

Biz bilamizki, to‘g‘ri to‘rtburchakning mos qarama-qarshi tomonlarini tutashtiruvchi chiziglar oila-
sining moduli

balandlik —  yuza
kenglik  kenglik®

ekanini hisobga olsak, biz izlayotgan ellips ichidagi I chiziglar oilasining moduli

M) = K'(k)
2K (k)

M) =

teng ekanini olamiz.
Bunda k modul Teyxmuller va konform modullar nazarivasiga ko‘ra, ellipsning varim o‘qlari a va

b hamda elliptik integrallar modulini bog*lovchi quyidagi transendent tenglamadan aniglanadi
b K'(k)  K'(k) 2b
—= ya'ni =—
a 2Kk KKk a

Xulosa va takliflar. Kvazikonform akslantirishlarning klassik(tekislikdagi) nazariyasi XX asming 30-
yillarida paydo bo‘lib, juda ko‘p tadbiglarga ega bo‘lgan sohaga aylandi. Fazoda kvazikonform akslan-
tirishlar esa XX asrning 60-yillaridan boshlab [2]ga qarang) fazoda(parallelepipedda) chiziglar oilasining
modulini aniglanganidan keyin paydo bo‘ldi. Tekislikda masalalarni yechishda chiziglar oilasining moduli
bilan konform akslantirishlar asosiy instrumentlar hisoblanadi. Fazoda konform akslantirishlar faqat affin
akslantirishlaridan iboratligi sababli fazoviy masalalamni yechishda asosiy instrument chiziglar oilasining
moduli va uni ekvivalenti bo‘lgan kondensator sig‘imidan iborat bo‘lib qoladi. Shularni ¢’tiborga olib, ama-
liy tadbiglardan kelib chiqib har xil sohalardagi chiziglar oilasining moduli (unga mos kondensator sig‘i-
mi)ni hisoblash muhimdir.
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MAKSIMAL 72 -PLYURISUBGARMONIK FUNKSIYALAR

Annotatsiva. Magolada m -plyurisubgarmonik va m -subgarmonik funksiyalar sinflari va ularning
o0 ‘zaro alogasi tahlil gilingan. Maksimal m -plyurisubgarmonik funksiyalar uchun maksimum prinsipi aso-
sida fundamental teoremalarning analoglari isbot qgilingan. Bu teoremalarni isbot qilishda ™ -plyurisub-
garmonik funksiyalar orasidagi bog ‘lanishdan, ya 'ni, haqiqiy fazoni kompleks fazoga kengaytirishdan foy-
dalanilgan. Bundan tashqari, maksimallikni ta’minlovchi yetarli shartlar keltirilib, nazariy natijalarga
aniq misol keltirilgan.

Kalit so‘zlar: m - o ‘lchamli tekisliklar, garmonik funksiyalar, subgarmonik funksiyalar, plyurisub-
garmonik funksiyalar, m -subgarmonik funksiyalar, m -plyurisubgarmonik funksivalar, maksimal n -
plyurisubgarmonik funksiyalar.

MAKCHUMAJIBHBIE 1 -IINIOPUCYBI'APMOHHUYECKHUE ®@YHKIIUU

Annomauus. B cmamve ucciedyomes xkiaccwel M -NAOpucybeapmMonudeckux u M -cybeapmonu-
YecKux QYHKYUL, a MAaKdIce AHATUIUPYEMCS UX 83AUMOCEA3b. {5 MAKCUMATbHBIX 1T -NAIOPUCY62aPMOHIL-
yeckux QYHKYUil OOKA3AHbL AHALOSU PYHOAMEHMATbHBIX MeOPeM HA OCHO8e NpunHyuna maxcumyma. Ipu
doxaszamenbemee OGHHBIX MmeopeM ObLIA UCHONB308AHA E30UMOCEI3b MEHCOY PACCMAMPUBAEMBIMU DYHK-
YuAMU, d UMEHHO GNONCEHUS U ECBEHHO20 NPOCMPAHCIEA 8 KOMIIeKCHoe npocmpancmeo. Kpoue mo-
20, cOpMYIUPOBAHBI OOCMAMOYHbIE YCIO06US, 00eCHeYUBaIoujIe MAKCUMATLHOCHb, U NPUEEOEH npumep,
UNTIOCIPUPYIOWUT ROTYHEHHBIE MEOPEMUYECKUe Pe3VIbMAIbI.

Knroueesvie criosa: ni - vepnas niockocms, 2apMOHUYeckue QyHKYUL, CYOapMOHudecKkue QyHKyu,
niopucyd2apmonuyeckue Qyuxyuy, M - NIIOPUCYOSAPMOHUHECKIE DYHKYUY, MAKCUMATbHBIE T - NIIOPU-
cybeapMoHuyecKue QYHKYUU.

MAXIMAL m -PLURISUBHARMONIC FUNCTIONS

Annotation. The article analyzes the classes of m -plurisubharmonic and m -subharmonic func-
tions and their interrelations. Analogues of fundamental theorems for maximal m -plurisubharmonic
functions are proved based on the maximum principle. In proving these theorems, the relationship between
these functions is used, namely, the embedding of real space into a complex space. In addition, sufficient
conditions ensuring maximality are given and an example of theoretical results is given.

Key words: ni - measure plane, harmonic functions, subharmonic functions, plurisubharmonic func-
tions, mi-subharmonic functions, m -plurisubharmonic functions, maximal m -plurisubharmonic func-
tions.

Kirish. Ma’lumki, IR” fazoda m -o°Ichamli haqiqiy tekisliklar bilan kesimlarida subgarmoniklik
xossasiga ega bo‘lgan funksiyalar sinfi zamonaviy gavariq geometriyaning muhim tadgiqot obyektlaridan
biri hisoblanadi. Ushbu yo‘nalishda muhim natijalar R Harvi va B.Lauson, shuningdek, F.Forstnerich va

boshga matematik olimlar tomonidan olingan (6-11). Ushbu mualliflar ishlarida IR” Yevklid fazosidagi
m -o‘lchamli haqiqiy tekisliklarda subgarmonik bo‘ladigan funksiyalar sinfi o‘rganilib, ular #1 -plyuri-
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