


him va keng qamrovli tushunchalardan biri Eyler funksiyasidir (¢(7) ). Matematika tarixida Leonard Eyler

tomonidan kiritilgan ushbu funksiya nafagat nazariy ahamiyatga ega, balki bugungi kunda ragamli ma’lu-
motlarni shifrlash (masalan, RSA algoritmi) va kompyuter ilmlarida amaliy jihatdan cheksiz imkoniyatlar-
ni ochib bermogda. Oliy ta’lim muassasalarining fundamental matematika va amaliy matematika yo‘na-
lishlarida ushbu mavzuni chuqur o‘rganish talabalarning mantiqiy va algoritmlash tafakkurini shakllanti-
rishda muhim poydevor bo‘lib xizmat qiladi. Odatda, o‘quv dasturlarida Eyler funksiyasi va uning xossalari
standart formulalar hamda oddiy misollar (masalan, berilgan sonning Eyler funksiyasini hisoblash yoki od-
diy tagqoslamalarni yechish) doirasida cheklanib goladi. Biroq nufuzli xalgaro olimpiadalar (IMC, Putnam
va boshgalar) hamda chuqurlashtirilgan ilmiy tadgiqotlarda ayni shu funksiya yordamida yechila-digan,
yugori tartibli mantiq va nostandart yondashuv talab giladigan murakkab masalalar tez-tez ko‘zga tashlana-
di. Bunday nostandart masalalarni yechishda talabalar va yosh tadqiqotchilar standart qoliplardan chiqib
ketish, funksiyaning tub va murakkab sonlar bilan bog ‘liglik xossalarini o°zaro integratsiva qilish prinsipla-
rida giyinchiliklarga duch kelishadi.

Mavzuga oid adabiyotlarning tahlili va tadqiqot metodologiyasi. Sonlar nazariyasi matematika-
ning eng qadimgi va fundamental tarmogqlaridan biri bo‘lib, Eyler funksiyasi va uning xossalari asrlar da-
vomida ko‘plab xorijiy va mahalliy olimlarning tadqiqot obyekti bo°lib kelgan.

Xalgaro migyosda G.Hardy va E Wright [3] o°zlarining fundamental asarlarida Eyler funksiyasi-
ning (@(n) ) multiplikativlik xossalarini va uning tub sonlar tagsimoti bilan bog‘ligligini chuqur tahlil gil-
ganlar. D Burton [4] va K Rosen [5] kabi olimlar esa darsliklarida ushbu funksiyaning elementar va amaliy
jihatlarini, xususan, chizigli tagqoslamalar tizimini yechishdagi rolini tizimlashtirganlar. Koblitz [10] oz
tadqiqotlarida Eyler teoremasining zamonaviy asimmetrik kriptotizimlarda (RSA algoritmi) qo‘llanilishi,
va’'ni, ochiq kalitli shifrlashning matematik asosi aynan shu funksiyaning hisoblash qivinchiliklariga asos-
lanishini ilmiy jihatdan ko‘rsatib bergan.

Mabhalliy matematik olimlardan S.Sirojiddinov [8], N.Aleyev va Sh.Tojiyev [1] oz o°quv qo‘llan-
malarida Eyler funksivasi va Fermaning kichik teoremasini oliy ta’lim dasturlariga moslashtirilgan holda
bayon etganlar. A.Asqarov [2] esa olimpiada matematikasida sonlar nazariyasining o‘rnini yoritib, Eyler
funksiyasiga doir ayrim nostandart kombinatorik va algebraik muammolarni hal gilish usullarini ko‘rib
chiggan.

Biroq mavjud adabiyotlar tahlili shuni ko‘rsatadiki, aksariyat manbalarda ushbu mavzu yo sof aka-
demik teoremalar isboti shaklida yoki standart algoritmlar doirasida yoritilgan. Eyler funksiyasi yordamida
yechiladigan oliy tartibli, nostandart va murakkab masalalari yagona bir tizimga keltirish va ularning sod-
dalashtirilgan yechim modellarini yaratish masalasi hamon dolzarb bo‘lib golmogqda.

Tabhlil va natijalar. Ta’rif. » dan kichik musbat butun sonlar ichida » soni bilan o°‘zaro tub sonlar-
ning soni @(n) bilan belgilanadi.

P1: p(10)=? (10;1);(10;3);(10;7);(10;9), demak, 10 dan kichik musbat butun sonlar ichida 10
soni bilan o°zaro tub sonlarning soni jami 4 ta bo‘ladi.

1-lemma. Agar p tub son bo‘lsa, ¢(p)= p—1 gateng bo‘ladi.

Isbot. Agar p — tub son bo‘lsa, p dan kichik va u bilan o‘zaro tub sonlar p—1 ta bo‘ladi ( p o‘zi
bilan o*zaro tub emas). 1 dan p —1 gacha bo‘lgan sonlar p soni bilan o°zaro tub, ya'ni @(p)=p—1. A

P2. Agar p =47 = p(47)=47—-1=46 tabo‘ladi.

1-teorema. Agar p —tub va « -butun musbat son bo‘lsa, quyidagi o‘rinli bo‘ladi:
o(p*)=p” — p*" formula o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. 7 = p® belgilash kiritsak, @(7)ni topamiz. Endi biz | dan » gacha bo‘lgan natural sonlar

[24

ichida » bilan o°zaro tub sonlar sonini topamiz. » gacha bo‘lgan sonlar ichida » ga karrali P _ p

a-1

ta son bor , demak, @(p®) = p* — p*" bo‘ladi. A
P3.1) ¢(32) = 9(2°) =2 -2* =16, demak, ¢(32) =16 gateng.
2),9(125)=p(5’) =5 -5 =100, demak, @(125) =100 ga teng.
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2-teorema. Istalgan a va b o‘zaro tub sonlar uchun @(a-b)=@(a)- (b) tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Agar a va b sonlari o‘zaro tub bo‘lmasa, yani, EKUB(a,b)=d#1 bo‘lsa, u holda

d
p(a-b) = g(a) p(b)- o)

Isboti. Ma’lumli, V7 soniuchun ¢(#) nihisoblaymiz: » soni n = p - p% . p® ... p® kabitub

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

ko‘paytuvchilarga  ajralsin  ( p, —tub son, i=Lk ). om)=o(pi-pP-.. p*)=
=o(p™)- (P p(p*) =" =P ) (P —p D) (P - ) =

[2/ - [27 — o — o (o7 oy, 1 1 1
:pll(1_p11)p22(1_p21)"'pkk(l_pkl): =P Py Dy '[1__}@__}'“[1__}:
b P, Dy
:n.@_L][l_L)...[l_L].
b P, Dy
1 1 1
Demak, (z)(n):n-Ll——]LI——}...Ll——} A
y2 D, Dy

Bu formula Eylerning umumlashgan funksiyasi deyiladi.
P4. (2025000)=? Demak, n=2-3"-5 ga teng bo‘lgani uchun @(2°-3*-5°)=

1 1 1
=2°.3".5 -(1 —Ej(l —Ej(l —gj =2-.3".5" ga tengligi kelib chiqadi.

PS. Agar n — musbat murakkab son bo‘lsa, quyidagi ¢(n) <n— Jn tengsizlikni isbotlang.
Isboti. » soni murakkab son bo‘lgani uchun, n= p™ - p>-...- p* kabi tub ko'paytuvchilarga

ajralsi (  p —tubson,i= I,_k ). u holda p; < \/; shart o‘rinli bundan

@(n) Zn-Ll—LJLI—L}...LI—L} Sn[l—i} Sn(l—szn—ﬁD p(m)<n—+n A
»n) p, P ?, Jn

ckani kelib chigadi.
P6. Vnnatural soni uchun ¢(7):10 shartni qanoatlantiruvchi cheksiz sonlar borligini isbotlang.
Isboti. n=11" k = 1, 2, 3, .. bolsa, @(11")=11"-11"" bundan esa

p(11H)=11""11-1)=10-11"" = @11*)=10-11"":10, k€N sonlar cheksiz ko’p ekani kelib
chigadi. Isbot tugadi. A

P7. p—1 va p+1 lar egizak tub sonlar va p >4 bo‘lsa, p soni uchun 3@(p) < p tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Demak, p—1 va p+1 lar egizak tub sonlar va p >4 bo‘lsa, p soni 6 ga qoldigsiz
bo'linadi. p=2“-3"-m, ab>1EKUB(6,m)=1 demak, ¢@(2°-3"-m)=¢p2") ¢(3") ¢(m)

p

=223 -3 pm)y= =2°-3"-pm)<2°-3""-m =5 :>(/?(P)S§:>3(P(P)SP

tengsizlik kelib chiqadi. A

3-teorema. (Eyler teoremasi). V a,m €N . Agar EKUB(a,m)=1 bo‘lsa, a”" =1(modm)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Quyidagi lemmadan foydalanamiz.

1-lemma. Vi a,m e N . Agar (a,m) o‘zaro tub sonlar va m dan kichik va u bilan o‘zaro tub

sonlar 7,,7,,...,r,, bo'lsa, ar,ar,,ar,,...,ar,, . lami m ga bo’lgandagi qoldiglar har qaysi tartibda

orin almashgan 7#,r,...,7, .~ lar bilan bir xildir. Endi (a,m)=1=> lemmaga ko‘ra, =
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a®™ (1, -, i T ) SR T Fy e Ty (modm) va (r,,m)=1 bo‘lgani uchun
(i ef{l.2,....,o(m)}), -1, ...1,,, ,m) =1 hamda a”" =1(mod m) tenglik o°rinli bo‘ladi.

Eslatma: Fermaning kichik teoremasining umumlashgan tenglamasi Eyler teoremasi bo‘ladi.

4-teorema. (Fermaning kichik teoremasi). V a¢,peN | p — tub son va (@, p)=1 bo‘lsa,
-1

a’" =1(mod p) tenglik o*rinli bo‘ladi.

Isboti. (a, p)=1, @(p)= p—1 vaEyler teoremasiga ko‘ra,

a”” =1 (modp)

a’ =1 (modp) kelib chiqadi. A

P8. 2”° ni 33ga bo‘lgandagi qoldigni toping.

Yechish. Biz Evler umumlashgan teoremasini juda vaxshi bilamiz.
@(33)=p@B-11)=G3-1)(11-1)=20  bundan esa  @(33)=20 , 2% =1 (mod 33)
x=2"%=2".27=(2") .27 = 27 (mod 33) = 4x=1 (mod 33) = x=25 (mod33)

demak, 25 qoldiq qoladi.

P9.a =6"+8", 1€ N. a,, ni 49 ga bo‘lgandagi qoldigni toping.

Yechimi.  @(49)=@(7°)=7"-7=42 shuning uchun 6™ =1 (mod49)8%* =1
(mod49) o‘rinli bo‘ladi. Endi a, =6 +8¥ =6%.6"+8".87" =
= (6")-(6")+(8")-(87")(mod 49) =6"'+8 ' (mod49) =(6+8)-67'-8"(mod49) =
=14-48""(mod49) =14-(-1)(mod 49) = —14(mod 49) = 35(mod 49) = qoldiq 35 ga teng. Izoh:
48" (mod 49) = —1 bo‘ladi.

P10. 1032'** ning oxirgi ikki ragamini toping.

Yechilishi. Demak, 7 =1032'"" ning oxirgi ikki raqamini topish uchun » ni 100 ga bo‘lgandagi
goldiqni topish yetarli bo‘ladi. 100 =4-25

1032'%* =0 (mod4) (1)

1032'%* =(1032  (mod25))'™ =

=7" =(-1)"" =1 (mod25)

n=4a
= n=76 (moleO)
n=25h+1

demak, oxirgi 2 ta ragami 76 ga teng.

Mustagqil yechish uchun masalalar

P1. Ixtiyoriy » natural soni uchun @(37)=3@(n) tenglik o‘rinli bo‘lishi uchun » soni ganday
shartni qanoatlantirishi kerak?

P2.a, =5"+11", ne€N ketma-ketlik berilgan. a,, hadini 36 ga bo‘lgandagi qoldiqni aniglang.

P3. Agar p va ¢ turlicha tub sonlar bo‘lsa, p?"' +¢? " =1 (mod p-q) quyidagi tagqoslama-
ning o‘rinli ekanini isbotlang.

P4. Istalgan 77 € N uchun ¢(n)+0(n)=2n tengsizlik o°rinli ekanini isbotlang (Bu yerda o (1) —
n sonining barcha natural bo‘luvchilari yig‘indisi).

P5. (Putnam olimpiadasi). ¥V 7 >1 bo‘lganda, »# soni 2" —1 sonini bo‘lishi mumkinmi? P6. ¥
neN uchun n* [@(5” —1) ekanini isbotlang.
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