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KASR TARTIBLI SUBDIFFUZIYA TENGLAMASI: TUSHUNCHALAR, NAZARIY ASOSLAR
VA MATEMATIK MODELLAR

Annotatsiva. Ushbu maqolada anomaliy diffuziya jarayonlarini tavsiflashda qo ‘llaniladigan kasr
tartibli subdiffuziya tenglamasi o ‘rganiladi. Klassik diffuziya modellarining murakkab muhitlar uchun ye-
tarli emasligi asoslanadi va vagt bo ‘yicha kasr tartibli hosilalar yordamida subdiffuziya hodisasini mate-
matik ifodalash imkoniyatlari yoritiladi. Caputo turidagi kasr hosila asosida tuzilgan subdiffuziya tengla-
masining fizik mazmuni, kelib chigish manbalari hamda amaliy qo ‘llanilishi tahlil gilinadi.

Kalit so‘Zlar: kasr tartibli hosila, subdiffuziya, anomaliy diffuziya, Caputo hosilasi, matematik mo-
dellashtirish.
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Annomauus. B cmamee paccmampusaemcs OpobHO-nopao0Kkosoe ypagHeHue cyooud@ysuu, npu-
MeHaeMOoe O ONUCAHU NPOYECCO8 AHOMANbHOT Ough@ysun. ObocHosvI8aAEMC HEOOCMAMOYHOCHb KIdC-
cuyeckux mooenet Oughqhysui 0 CIOHCHBIX CPeO U NOKA3AHBL BO3MONCHOCHU MAMEMAMUYECKO20 ONUCA-
HUA A61eHUS CYOOUGpPy3un ¢ ucnonb3oeaniem OpoOHbIX NPOU3BOOHBIX NO 8pemenu. Ananusupyromes puszu-
YeCKUT CMbICT, UCHOYHUKY BO3HUKHOBEHUS U NPAKMUYECKUE NPUMEHEHUS YPAGHeHUs cyOouggy3uu, nocm-
POEHHO20 Ha 0CHOBe OpoOHOT nPpou3eooHol muna Kanymo.
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FRACTIONAL-ORDER SUBDIFFUSION EQUATION: CONCEPTS, THEORETICAL
FOUNDATIONS, AND MATHEMATICAL MODELS

Annotation. This paper examines the fractional-order subdiffusion equation used to describe
anomalous diffusion processes. The limitations of classical diffusion models for complex media are
Justified, and the possibilities of mathematically representing the subdiffiusion phenomenon using time-
fractional derivatives are discussed. The physical interpretation, origins, and practical applications of the
subdiffusion equation formulated with the Caputo-type fractional derivative are analyzed.

Keywords: fractional derivative, subdiffusion, anomalous diffusion, Caputo derivative, mathema-
tical modeling.

Kirish (Introduction). Diffuziya hodisasi moddalarning tasodifiy harakati natijasida makon bo‘ylab
tarqalishini ifodalaydi va ko‘plab tabily hamda texnik jarayonlarning asosini tashkil etadi. Klassik yonda-
shuvda bunday jarayonlar Fik qonuni asosida tuzilgan diffuziya tenglamasi orqali modellashtiriladi. Biroq
tajribalar shuni ko‘rsatadiki, murakkab strukturalarga ega muhitlarda zarrachalar harakati bu modelga to‘liq
bo‘ysunmaydi.

Aynigsa, g‘ovak jismlar, biologik to‘qimalar va notekis muhitlarda diffuziva jarayoni sekinlashib,
anomaliy diffuziya holati yuzaga keladi. Ushbu jarayonning muhim ko‘rinishlaridan biri subdiffuziya bo*-
lib, unda zarrachalarning tarqalish tezligi vaqtga nisbatan sustroq o°sadi [1;35-b.]. Bunday hodisalarni tav-
siflashda kasr tartibli differensial tenglamalar samarali matematik vosita sifatida garaladi.

Mavzuga oid adabiyotlarning tahlili (Literature review). Kasr tartibli subdiffuziya tenglamalari
anomal diffuziva jarayonlarini tavsiflashda muhim matematik model hisoblanadi. Bunday jarayonlarda zar-
rachalarning tarqalishi klassik diffuziyaga nisbatan sekin bo‘lib, bu holat murakkab va xotirali muhitlarga
xosdir [2]. Subdiffuziya tenglamalarining nazariy asosi kasr tartibli hisobga borib tagaladi.

Kasr tartibli hosilalarning asosiy ta’riflari Riemann-Liouville va Caputo tomonidan ishlab chiqilgan
bo‘lib, aynigsa, Caputo hosilasi fizik masalalarda boshlang‘ich shartlarni qulay ifodalashi sababli keng
qo‘llaniladi [3]. Kasr tartibli differensial tenglamalaming umumiy nazariyasi Podlubny tomonidan tizimli
ravishda bayon etilgan [4].

Subdiffuziya jarayonlarining ehtimollik talgini Metzler va Klafter tomonidan Continuous Time Ran-
dom Walk (CTRW) modeli orgali asoslab berilgan. Ushbu yondashuv subdiffuziya tenglamalarida vaqt
bo‘yicha kasr tartibli hosilaning paydo bo‘lishini tushuntirib beradi [1]. Mainardi va Gorenflo ishlarida
fraksional diffuziya tenglamalarining fundamental yechimlari va ularning xossalari o‘rganilgan [5].









Umuman olganda, CTRW modeli va unga asoslangan polar koordinatalardagi kasr tartibli subdiffu-
ziya tenglamalari murakkab, xotirali va no-lokal jarayonlarmi modellashtirish uchun kuchli matematik asos
varatadi hamda fizik, biologik va muhandislik tizimlarida keng qo‘llanish imkoniyatiga ega [4;37-b.].

Xulosa (Conclusion). Kasr tartibli subdiffuziya tenglamasi murakkab, no-lokal va xotirali muhitlar-
da sodir bo‘ladigan diffuziya jarayonlarini tavsiflash uchun samarali va universal matematik model hisobla-
nadi. Mazkur tenglama klassik diffuziya tenglamalaridan farqli ravishda jarayonning fagat hozirgi holatini
emas, balki uning oldingi vaqt nuqtalaridagi holatlarini ham inobatga oladi. Shu jihati bilan u anomaliy dif-
fuziya hodisalarini, xususan, subdiffuziya jarayonlarini yanada aniq va chuqurroq tavsiflash imkonini be-
radi.

Tadqiqot natijalari shuni ko‘rsatadiki, vaqt bo‘yicha kasr tartibli hosilalarning qo‘llanilishi diffuziya
jarayonidagi sekinlashuv va xotira effektlarini matematik jihatdan izohlashda muhim ahamiyatga ega.
Caputo turidagi kasr hosiladan foydalanish esa boshlang‘ich shartlarni fizik ma’noda qulay ifodalash im-
konini berib, subdiffuziya tenglamalarini amaliy masalalarda qo‘llashni osonlashtiradi. Bu holat kasr tar-
tibli modellarni real fizik va texnik jarayonlarga tatbiq etish imkoniyatlarini kengaytiradi. Shuningdek, kasr
tartibli subdiffuziya tenglamalarining nazariy jihatdan o‘rganilishi, jumladan yechimlarning mavjudligi,
yagonaligi va barqarorligi masalalari zamonaviy matematik tahlilning muhim yo‘nalishlaridan biri ekanli-
gini ko‘rsatadi. Ushbu tenglamalar asosida qurilgan modellar fizika, biologiya, kimyo va muhandislik fan-
larida uchraydigan murakkab jarayonlarni modellashtirishda keng qo‘llanilishi mumkin.

Magistratura bosqichida kasr tartibli subdiffuziya tenglamalarini o‘rganish talabalarga zamonaviy
differensial tenglamalar nazariyasini chuqur egallash, matematik fizikaning dolzarb masalalarini tushunish
hamda ilmiy tadqiqot faolivatiga tayyorlanishda mustahkam nazariy asos yaratadi. Shu sababli ushbu mav-
zu kelgusidagi ilmiy izlanishlar va amaliy tadqiqotlar uchun muhim va istigbolli yo‘nalishlardan biri hisob-
lanadi.
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BIR O‘LCHAMLI SUPERDIFFUZIYA TENGLAMASI UCHUN QO‘YILGAN
BOSHLANG‘ICH-CHEGARAVIY MASALANI YECHISH

Annotatsiva. Mazkur magolada bir o ‘Ichamli superdiffuziya tenglamasi uchun go ‘vilgan boshlan-
g ‘ich—chegaraviy masalani yechish masalasi batafsil tadqiq etilgan. Tadgiqotda vaqt o ‘zgaruvchisi bo -
yicha Riman—Liuvill tipidagi kasr tartibli hosila ishtirok etuvchi superdiffuziya tenglamasi qaraladi. Bun-
day tenglamalar anomal diffuziya jarayonlarini modellashtirishda muhim ahamiyatga ega bo‘lib, klassik
diffuziya tenglamalaridan farqli ravishda murakkab fizik va matematik xossalarga ega.

Kalit so‘Zlar: kasr tartibli hosila, Riman—Liuvill hosilasi, superdiffuziya tenglamasi, boshlang ‘ich—
chegaraviy masala, Dyuamel prinsipi, Grin funksiyasi, Mittag—Leffler funksiyasi, anomal diffuziya.

Jxymanaszapora Xagmsa (MarucTpant MeRIyHAPOTHOTO A3HATCKOT0 YHHBEPCHTETA;

e-mail: hafizauiumanazarovalZ@gmail.com1
PEHIEHUE HAYAJIbBHO-KPAEBOMU 3AJJAUM 1J151 OAHOMEPHOI'O YPABHEHMU S

CYIIEPAN® ®Y3NUN
Annomauus. B oannoii cmamve noopobHo ucciedyemes 300a4a peuleHus Ha4anbHO—Kpaeeoti 3a-
dauu 01 OOHOMEPHO2O YpagHeHUs cynepouhysuu. B ucciedoeanuu paccmampueaemecs ypagHeHue cy-
nepougyzuu ¢ Opobuoti npou3eooHoti no epemenu muna Pumana—/luyeunna. Taxue ypaguenus umerom

6



