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Kirish (Introduction). So‘nggi yillarda ta’lim sohasida olib borilayotgan islohotlar o‘quvchi va tala-
balar uchun zamon talabiga mos to‘garaklar o‘tish ustuvor vazifalardan hisoblanadi va ta’lim muassasa-
larida o‘quv jarayonining asosiy vazifasi o‘qitish sifatini yangi pog‘onaga ko‘tarishdan iboratdir. Shunga
ko‘ra, o‘quvchi va talabaga munosabat, ularga yondashish tamoyillari o‘zgardi. Dars jarayonida har bir
o‘quvchi va talabaga uning o°ziga xos xususiyatlari va shaxsiy tajribasini hisobga olgan holda o‘quv ja-
rayonida ishtirok etishi uchun sharoit va imkoniyat yaratildi.

Ta’lim muassasasining o‘qituvchilari tayyor elektron resurslar asosida dars o°tish bilan chegara-
lanmasdan balki, ta’limiy resurslamni yaratish hamda uni amalda qo‘llovchi oqitishning zamonaviy tex-
nologiyalari imkoniyatlardan samarali foydalanish, fan va uning tarkibiga kiruvchi bilimlar mazmunini
talabalarga yetkazish malakasiga ega shaxs sifatida faoliyat olib borishi lozim. Ushbu maqolada ana
shunday talablarga javob beradigan, matematikani chuqur o‘rganayotgan o‘quvchi va talabalar uchun mo‘l-
jallangan bo‘lib, bunda funksivaning qavariqligi va botigligidan kelib chigadigan ajoyib tengsizliklar kel-
tirilgan.

Mavzuga oid adabiyotlarning tahlili (Literature review). Ushbu mavzu matematik analizning eng
muhim va amaliy ahamiyatga ega bo‘lgan bo‘limlaridan biri hisoblanadi. Funksiyaning gavariqligi va
botigligini o‘rganish nafaqat funksiva grafigini yasashda, balki turli ekstremum masalalarini yechishda, iq-
tisodiyotda va optimallashtirish muammolarida keng qo‘llaniladi. Shu sababli, bu mavzu turli darajadagi
(maktab, akademik litsey va oliy ta’lim) o‘quv adabiyotlarida va ilmiy-uslubiy ishlarda turlicha yonda-
shuvlar bilan yoritilgan.

Quyida mavzuga oid adabiyotlar tahlili shartli ravishda uch yo‘nalishga bo‘lib o‘rganildi. Oliy ta’lim
muassasalari talabalari uchun mo‘ljallangan fundamental adabiyotlarda bu tushuncha gat’iy matematik
teoremalar va hosilalar yordamida isbotlanadi [1-2] adabiyotlarda funksiya qavarigligi va botigligi uning
birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari orgali batafsil tushuntirilgan. Asarda funksiya grafigining urinmaga
nisbatan ganday joylashishiga qarab gavariglik va botiglikning qgat’iy ta’riflari berilgan. [ 1] adabiyot asosiy
fundamental darsliklardan biri bo‘lib, unda gavariqlik oraliglarini topish, burilish nuqtalarini aniglash teo-
remalari aniq misollar va isbotlar bilan yoritilgan.

Olimpiadalarga va matematik bellashuvlarga tayyorgarlik ko‘rayotganlar uchun [3-6] ishlardan foy-
dalanishni tavsiya qilamiz. Jumaladan iqtidorli o‘quvchilar bilan ishlash va to‘garak mashg‘ulotlariga oid
adabiyotlar Olimpiada va matematika to‘garaklarida funksiya gavariqligi fagat grafik chizish uchun emas,
balki murakkab tengsizliklarni isbotlash uchun eng kuchli qurol sifatida o°rgatiladi. Bunday adabiyotlarda
funksiyaning qavarigligidan kelib chiqadigan mashhur Yensen tengsizligi (Jensen’s inequality) haqida
alohida to‘xtalib o‘tiladi. Bu orqali o‘quvchilarga o‘rtacha arifmetik va o‘rtacha geometrik qiymatlar ora-
sidagi munosabatlamni, shuningdek, turli non-standart masalalarni funksiyaning xossalari yordamida oson
yechish yo‘llari o‘rgatiladi. So*nggi yillarda chop etilayotgan ta’limiy magolalarda maktab va universitet
o‘rtasidagi uzviylikni ta’'minlash magsadida to‘garak mashg‘ulotlarida qavariglik tushunchasini chuqur-
lashtirib o‘rgatish (xususan, kesuvchi va yoy uzunligi orqali beriladigan ta’riflar) usullari tahlil gilinmogda.

Tadqiqot metodologiyasi (Research Methodology). Funksiya qavariqgligi va botiqligi tushun-
chasi.

f < :U) funksiya <a, b) da berilgan bo’lib, x; < Z, tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
Ty, Ty € (a, b) lar berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, (xl, f ( T ))7 <x2, f ( T, )) nugqtalar orqali o’ tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasi quyidagi
Ty — & r—=x
2 1
W) = 22— T(m) + —- ()
Ty =4 Ty =4
kozrinishga ega.
Agar ixtiyorly &, T, € (a,b) da Vz € <x1,x2> uchun

fle)zi(z)  (f(2)>1(2))
bo’lsa, f < € ) funksiya < a,b ) da qavariq (gat’iy qavariq) deyiladi.

Agar ixtiyorly &, T, € (a,b) da Vz € <x1,x2> uchun
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fz)<ifz)  (f(z)<i(z))
bo’lsa, f ( ) funksiya <a, b ) da botiq (qat'iy botiq) deyiladi.
1172 — T r—T

> 0 va p, = — > 0 deb belgilasak hamda p, + p, = 1

Agar P =
Ly — Iy Ly — &y

ckanligini ¢’tiborga olsak, f < T ) funksiyani biror < a,b ) oraliqda qavariq voki botiqligi ta’rifni quyi-
dagicha ham berish mumkin:

Agar f < T ) funksiya uchun f < DT, + Py, ) > pf < T, ) + pof < T, ) tengsizlik ixtiyo-
iy Ty, Ty € (a,b),pl > 0,p, > 0,p; + p, = 1 sonlarda bajarilsa, u holda f(:U) funksiya
< a,b ) oraliqda qavariq deyiladi.

Agar f < T ) funksiya uchun f < DT, + Dy, ) <npf < T, ) + p,f < . ) tengsizlik ixtiyo-
iy Ty, Ty € (a,b),pl > 0,p, > 0,p; + py, = 1 sonlarda bajarilsa, u holda f(:U) funksiya
(@,b) oraliqda botiq deyiladi.

1-teorema. a) Agar f”(l”) <0,z € (a,b) bo‘lsa, ixtiyorly Zy,Zy,..., T, € (a,b) va
P+ p,+...+p, =1 tenglikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy p, > 0,p, >0,...,p, > 0 son-
lar uchun ushbu

f(plaz1 + Py, +...+ pnxn> > p1f<x1> + p2f<x2> +...+ pnf<xn> (1)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi;

b Agar [f'(z)>0z € (a,b) bo'lsa, ixtiyoriy Ty, Tyy..., T, € (a,b) va
P+ D+ p, =1 tenglini ganoatlantiruvchi ixtiyoriy p, =>0,p, >0,...,p, =0 sonlar
uchun ushbu

f(plaz1 + Py, +...+ pnxn> < p1f<x1> + p2f<x2> +...+ pnf<xn> )
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot: a) avvalo, ixtiyoriy ¢ & (a,b) val € (a,b) uchun ushbu

fx) < fle)+ £ (e)(z—c) ®)

tengsizlik o‘rinli ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun
g(x) = f(z) = 1(c) = f'(e)(z—c)
funksiyaning < a,b ) oraliqdagi eng katta qiymatini topamiz:
g'(w)=f(z) = f'(c), ¢"(x)=s"(e) <0
bo‘lgani uchun g’(:l:) funkisya kamayuvchi bo‘ladi. g/ <C> = 0 ekanligidan g’(:l:) ning

ishorasi # — ¢ nuqtadan o‘tishda musbatdan manfiyga o‘zgarishi kelib chigadi.

xz — ¢ nuqtadan boshqa nuqtada g/ <$> nolga aylanmasligidan g(a:) funksiya »» — ¢ nuqtada
o‘zining eng katta qiymatiga erishishi kelib chigadi. Demak, ¢ < T ) <g < c ) bo‘ladi, ya'ni (3) tengsizlik

o‘rinli bo‘ladi;
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(3) tengsizlikda tenglik fagat * = ¢ da bajariladi.
Tyy Loy T, € (a,b) ixtiyoriy nuqtalar bo’lsin. Agar ¢ = p,x; + pyx, +...+ p, %,
bo‘lsa, ¢ € (a,b) bo‘ladi. (3) tengsizlikka ko‘ra,

puf () + pof (@) ot pf () < vy (f(c)
pa(F(c) + 5 (), =) ot v, (F(e) + £ (e)(w, —¢)) =
f<C>_|_f’<C><p1.’E1 + Doy +...+ pT, —C) = f( )
:f<p1:1:1—|—p2x2 —|_"'+pnxn>

b) bandi ham a) kabi isbot gilinadi. Teorema isbot bo‘ldi.

Tahlil va natijalar (Analysis and results).

my; =2 0,m, > 0,....m_ > ()(7711 +m, +...+m, > 0) ixtiyoriy sonlar bo‘lsin.
I-teoremadagi (1) va (2) tengsizliklarda
my _ my _ m,
7p2 - ""7pn -
m; +my +...+m, m; +my +...+m, m; +my, +...+m,

U holda (1) va (2) tengsizlikar, mos ravishda, quyidagicha ko rinish oladi:
; mx, + myt, +...+mx, - m1f<:c1) + m2f<:c2> +...+ mnf<:cn)

= 4)
ml—l—mQ—l—...mn ml—l—mQ—l—...mn

b=

ML, + Myly +...+ M T, - m1f<x1>—|— m2f<:c2> +...+ mnf<:cn)

< (5)
ml—l—mQ—l—...mn ml—l—mQ—l—...mn

f

Yugoridagi (1), (2), (4) va (5) tengsizliklarga Yensen tengsizliklari deyiladi. (Iogan Lyudvig Yensen
(1859-1925) daniyalik matematik).

Endi yugoridagi mulohazalardan foydalanib, bir gancha misollarni keltiramiz

1-misol. Agar @, b, ¢ musbat hagqigiy sonlar abc = 1 sharmi ganotalantirsa, u holda ushbu

I'(a
@) . T
l+a+ab 1+b+bc 14+c+ca

+oo
tengsizlikni ishotlang. Bu yerda 1" — Gamma funksiya: F(a) = f :Eaflefxdx, a > 0.

0
Isbot. Berilganlarga ko‘ra, quyidagi munosabatlarga egamiz:

s M) Tl et a e

welt+a+ab 14+a+ab al+b+bc abl+c+ca
B O I\ O NN 2 5
l+a+ab a—+ab+abc ab+ abc+ abca
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T'(a) L al() abl(e) _ T(a)+al(h)+abl(o)

:1—|—a—|—ab l+a+ab 1+a+ab 1+a+ab
ST 1+a+ab
1+a+ab
Ma’lumki, Gamma funksiya uchun ixtiyoriy a>0 sonlar uchun
+0o0

r’ <a> = f 2" 'e ™ 1n’ 2dx > 0 tengsizlik o°rinli, ya'ni bu funskiya (O,—i— OO) oraliqda botiq
0
funksiya bo‘ladi. Demak, yuqoridagi (5) Yensen tengsizligiga asosan berilgan tengsizlik @, b, ¢ musbat

haqiqiy sonlar uchun o‘rinli ekani kelib chigadi.

> le)  T(@+al®) +all() _ .
e L+a+ab 1+a+ab o

2-misol. Ushbu
r — 17

0

l+a+ab|
14+a+ab

tengsizlikni isbotlang.
Isbot. Yensen tengsizligidan foydalanamiz. Agar f(:E) funksiya (a, b) oraligda botiq bo‘lsa, u
holda bu funksiyaning grafigi shu oraligda unga o‘tkazilgan ixtiyoriy urinma grafigidan tepada yotadi, ya’-

ni
f<$> > Oé<$ T ZE()) + f<$0> (6)
buyerda, T, © (a, b) ixtivoriy nuqta. Biz yuqoridahi (5) Yensen tengsizligini

f(x)=~1+ 2%, g(x) = zIn(1 + )

1
funksiyalar uchun qo‘llashimiz kerak, f "= I >0 yani f(:E) funksiya botigq.
(1+%)?
Endi, (6) da * o‘miga g(:E) ni qo‘yib, quyidagi tengsizlikga ega bo‘lamiz:
fg(@)) = alg(z) — x,) + f(x,) (7)

b
f g(x)dzx ni qo‘ysak,

Shuningdek, (7) ni (a,b) oraliq bo’yicha integrallasak va T, = )
—a

quyidagi tengsizlikga ega bo‘lamiz:

ff ))da > (b— bia]g(x)dx . (8)

Demak, (a, b) ni o‘rniga (O, 1) oraligni garab va f(:E) va g(:E) lar o‘miga vuqoridagi qiymatini

qo‘ysak, u holda
1

j\/lerQ In*(1+ z)dz > f fxln(1+x)dx

0
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/ 17
tengsizlikni olamiz. Ko‘rsatish qiyin emaski, tengsizlikning o‘ng tarafi aynan E ga teng. Isbot
tugadi.
3-misol. Aytaylik [ funksiva () sohada gavariq va q funsiya esa R da kamaymaydiygan gavarig

funksiya bo Isin. U holda ushbu gof kompozitsiya ham §) sohada gavariq bo ‘lishini isbotlang.
Isbot. Biz ixtiyoriy &,y € €2 nuqtalar uchun quyidagi tengsizlikni isbotlashimiz kerak:

(0°H) (A + (1= Ny) < M°H @)+ (1= N(° ) ).
Hagqiqatan ham, bu tengsizlikni o°rinli ekani [ funksiya {) sohada qavariq ckanidan va ¢ funksiya
esa IR da kamaymaydiygan gavariq funksiya bo‘lishidan quyidagicha ko‘rsatiladi:
(°N (Ao + (1= Ny) = g(f (A + 1= M) < g (M) + (1= V()
< Ag(f(2) + A= Ng(f(w)) = Mg°f) (@) + 1= (g°f) ().
Muhim natijalar. Yensen tengsizliklarida f < T ) funksiyani turli xil qilib tanlab olish hisobiga

ajoyib tengsizliklarni olish mumkin. Masalan,
1)f<x> — ln z bolsa,

T+ Ty +. T, lnxl—i—ln:EQ—i—...—i—lnxn
In >

n n

x, —|—x2 ...+ z, S
. _n,/xle...xn

bo’ladi. Buyerda 2z, > 0,z, > 0,...,z, > 0
2) f(a:) — 2 bolsa,

\/xl Ty et N PR P
> - :

n
bo‘ladi. Bu yerda r, > 0,xz, > 0,...,xz, >0

n =

T+ T, +. o, g wf + b +...+af
3) f(x) = a? bols, < bo‘ladi, bu
n n

yerda . > 0,7z, > 0,...,z, > 0vap > L.
4) f(:z:) = sin x bo’lsa,

T, +x, ...tz sinx, +sinz, +...+sinx
i 1 2 7 > 1 2 7

n n
bo‘ladi, bu yerda Tp; Lyy..y L, € [O,w} .

3) f(x) — 22 bo‘lsa,

2 2 2 2
my T, —+ My, —+...4+ m, x, < my T —+ My Ty —+...4+ m,x,

m; +my +...+m, o m; +my +...+m,
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2
2 2 2
(mlac1 + MyZy +...+ mnacn> < (ml +my +...+ mn><mlx1 + myxy +...+ mnacn>
bo‘ladi. Bu tengsizlikda

a
2 2 2 1
my = b ,m, =0b5,....m =0, = ; y Ly = —=,...,@ =

desak,
2 2 2 2\(12 | 2 2
(ab + agdy +.+ab, ) < (a2 +a +.+ a2 ) (07 + 03 +..+ 2
Koshi-Bunyokovskiy tengsizligi kelib chigadi.
7) f(SC) — xp,p > 1z > Obo‘lsa,

P

P P P

mT, —|—m25(;2 +...+ m,T, < m, T —|—m2§(;2 +...+ m, T,
ml—l—mz—l—...—l— m, ml—l—mz—l—...—l— m,

p p—1
P P P
(mla:1 + myx, +...+ mna:n> < (m1 + my +...+ mn> (mlxl + myx, +...+ mnxn>
bo‘ladi. Bu tengsizlikda

—1 a a a
q:p—,mlzblq,mQZbg,...,m :bq,xlz—l,xQZ—Q,...,x = =L
n n g—1 g—1 n g—1
p by b; b!
desak,
P

(aby + ahy +. ab, ) < (af +af +...+al )(bf +b§ +..+ b Ja
(ady + ahy +...+ a,b, ) < (af +al +..+a” )%(blq 0 ..+ bg)é

Gyolder tengsizligi kelib chigadi.

Xulosa va takliflar (Conclusion/Recommendations).Adabiyotlar tahlili shuni ko‘rsatadiki, “Funk-
siva qavarigligi va botiqligi” tushunchasi o‘rganilayotgan auditoriya darajasiga garab farglanadi. Maktab
darsliklarida mavzu vizual va boshlang‘ich darajada tushuntirilsa, oliy ta’lim muassasalarida qat’iy analitik
yondashuv asosida o‘qitiladi. Matematika to‘garaklari va olimpiadalar uchun mo‘ljallangan adabi-yotlar
esa bu ikki bosqich o‘rtasidagi ko‘prik vazifasini o‘tab, o‘quvchilarga ushbu matematik tushuncha-ning
tengsizliklarni isbotlashdagi va amaliy masalalarni yechishdagi yashirin imkoniyatlarini ochib beradi.
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