


algorithms (BFGS, L-BFGS), and the conjugate gradient method are examined. Their convergence rate,
computational complexity, and stability properties are analyzed. Numerical experiments based on
benchmark test functions of different types and dimensions are conducted to evaluate practical perfor-
mance. The results indicate that the choice of an optimization algorithm depends on the structure of the
objective function and the problem dimension. Quasi-Newton methods demonstrate an effective balance
between convergence speed and computational efficiency.

Keywords: unconstrained optimization, gradient method, Newton's method, BFGS, L-BFGS, con-
Jjugate gradient, convergence rate, computational complexity.

Kirish. Optimallashtirish bugungi ilm-fan va texnologiyaning yuragi hisoblanadi. Deyarli har bir za-
monaviy hisoblash masalasi — mashinaviy o‘rganish modeli parametrlarini aniglashdan tortib muhandislik
konstruktsivalarini loyihalashgacha — ma’lum bir funksiyaning eng kichik yoki eng katta qiymatini topishga
keltiriladi. Agar masalada qo‘shimcha cheklovlar bo‘lmasa, u shartsiz optimallashtirish masalasi deb atala-
di. Bir garashda, oddiy ko‘ringan bu masala amalda murakkab matematik va hisoblash jarayonlarini talab
qiladi.

Shartsiz optimallashtirishning asosiy muammosi shundaki, magsad funksivasi, ko‘pincha, ko*p o°z-
garuvchili, nolinear va murakkab tuzilishga ega bo‘ladi. Parametrlar soni ortgan sari minimum nugqtani
aniqlash yanada qgiyvinlashadi. Ba’zi hollarda funksiva silliq va konveks bo‘ladi, boshga hollarda esa ko ‘plab
lokal minimumlarga ega bo‘lib, global minimumni topish muammoli tus oladi. Shu sababli turli vaziyatlar-
ga mos keluvchi samarali algoritmlarmi ishlab chigish va ularni solishtirish optimallashtirish nazariyasining
markaziy vazifasiga aylangan.

Hozirgi kunda shartsiz optimallashtirish uchun birinchi tartibli gradient usullari, ikkinchi tartibli
Nyuton usuli, kvazi-Nyuton algoritmlari hamda konjugat gradient metodlari keng qo‘llanilmogda. Har bir
usulning o‘ziga xos kuchli va zaif tomonlari mavjud: biri sodda va hisoblash jihatdan yengil bo‘lsa, bosh-
qasi tez yaqinlashadi, lekin ko*proq resurs talab giladi.

Metodologiya va adabiyotlar tahlili. Shartsiz optimallashtirish usullarini tagqoslashda metodolo-
giyani aniq va izchil qurish muhim ahamiyatga ega. Tadqiqotning nazariy asosi sifatida ko‘p ozgaruvchili
funksiyaning minimumini topish masalasi gabul qilindi. Bunda funksiya uzluksiz differensiallanuvchi deb
qaraladi va algoritmlar uning gradienti hamda ikkinchi tartibli hosilalari asosida ishlaydi [1]. Taqqoslash
jarayonida usullar bir xil boshlang‘ich sharoitda, bir xil to‘xtash mezonlari va parametr sozlamalari asosida
sinovdan o‘tkazildi. Bu yondashuv algoritmlar samaradorligini xolis baholash imkonini beradi.

Avvalo, Jorge Nocedal va Stephen J. Wright tomonidan yozilgan “Numerical Optimization™ (2006)
asari zamonaviy optimallashtirish nazariyasining asosiy manbalaridan biri hisoblanadi. Ushbu kitobda gra-
dient usullari, Nyuton metodi, kvazi-Nyuton algoritmlari (xususan, BFGS va L-BFGS) hamda ularning
konvergensiya xossalari chuqur matematik asosda yoritilgan [2]. Mualliflar gadam uzunligini tanlash stra-
tegiyalari, Wolfe shartlari va global konvergensiya masalalarini tizimli ravishda bayon qilgan. Tadqiqot
metodologiyasini qurishda aynan shu asar asosiy nazariy tayanch vazifasini bajaradi.

Konveks optimallashtirish masalalari bo‘yicha Stephen Boyd va Lieven Vandenberghe tomonidan
yozilgan “Convex Optimization” (2004) asari alohida ahamiyatga ega. Ushbu manbada konveks funksiya-
lar uchun gradient va Nyuton usullarining nazariy kafolatlari, optimal shartlar va dual yondashuvlar batafsil
tahlil gilingan. Aynigsa, konditsionallik va yaqinlashuv tezligining funksiyaning xossalarigaa bog‘liqligi
chuqur tushuntirilgan [3].

Kvazi-Nyuton metodlarining amaliy jihatlari R.Fletcherning “Practical Methods of Optimization™
(1987) asarida batafsil yoritilgan. Fletcher BFGS algoritmining yangilanish formulasi va uning superchi-
zigli yaginlashuv xossalarini tushuntiradi [4]. Kitob optimallashtirish algoritmlarini real hisoblash masala-
larida qo‘llashga qaratilganligi bilan ajralib turadi.

Konjugat gradient usuli bo‘yicha klassik manba M .R Hestenes va E.Stiefelning “Methods of Conju-
gate Gradients for Solving Linear Systems™ (1952) magqolasidir. Ushbu ish kvadratik funksiyalar uchun
konjugat gradient algoritmining asoslarini ishlab chiqdi va katta o‘lchamli chiziqli tizimlarni samarali ve-
chish imkonini ko‘rsatdi.

Shartsiz optimallashtirish usullarini o°‘rganishda mahalliy ilmiy adabiyotlar ham muhim metodologik
asos vazifasini bajaradi. O‘zbekiston oliy ta’lim muassasalarida chop etilgan darslik va o‘quv qo‘llanma-
larda optimallashtirish nazariyasining fundamental tushunchalari, gradient usullari va sonli metodlar tizimli
bayon ctilgan.

A Abdullayev va O.Xudoyberdiyevning “Oliy matematika™ darsligida ko*p o‘zgaruvchili funksiya-
lar differensial hisobining asoslari, gradient tushunchasi va ekstremum shartlari batafsil ko‘rib chiqilgan.
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Kvadratik funksiyalar uchun konjugat gradient usuli o‘zining ustunligini ko‘rsatdi. U xotira jihatdan
tejamkor va katta o‘lchamli tizimlarda samarali bo‘ldi. Biroq umumiy nolinear funksiyalar uchun uning sa-
maradorligi BFGS bilan solishtirganda pastroq natija berdi.

Xulosa. Maqgolada shartsiz optimallashtirish usullari nazariy asoslari va amaliy samaradorligi nuqtai
nazaridan tizimli ravishda taqqoslandi. Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki, algoritm tanlash masalaning
tuzilishi, o‘lchami va funksivaning silliglik darajasiga bevosita bog‘liq. Gradient usuli hisoblash jihatdan
sodda va barqaror bo‘lsa-da, yomon konditsionallikka ega funksiyalarda sekin vaginlashadi. Nyuton usuli
esalokal kvadratik tezlikda yaqinlashib, kichik o‘lchamli masalalarda yuqori samaradorlik ko‘rsatadi, biroq
hisoblash xarajati katta bo‘ladi.

Kvazi-Nyuton algoritmlari, xususan BFGS va uning cheklangan xotirali varianti L-BFGS, tezlik va
resurs tejamkorligi o°rtasida muvozanatni ta’minlashi bilan ajralib turadi. Katta o‘lchamli kvadratik ma-
salalarda konjugat gradient usuli samarali natija berdi.

Tadgiqot shuni tasdiglaydiki, universal eng yaxshi usul mavjud emas; optimal tanlov muammoning
xususiyatlariga mos ravishda amalga oshirilishi lozim. Shu bilan birga, nazariy konvergensiya xossalari
amaliy tajribalarda ham o°z tasdig‘ini topdi. Kelgusida adaptiv va gibrid optimallashtirish algoritmlarini
ishlab chiqish istigbolli ilmiy vo‘nalish hisoblanadi.
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“MATEMATIKA” FANIDAN OLIMPIADA MASALALARINI YECHISHDA YORDAMCHI
FUNKSIYA KIRITISH METODI

Annotatsiya. Ushbu maqolada ko ‘plab matematik olimpiadalarida uchraydigan hosilaga oid teng-
lamalarni yechimi mavjud ekanini isbotlashda qo ‘llaniladigan yordamchi funksiya kiritish metodi ko ‘rib
chigilgan. Yechimga oson olib boradigan yordamchi funksiyani ganday topish tushuntirilgan.

Kalit so‘zlar: Roll teoremasi, Balsona Koshi teoremasi, yordamchi funksiya, differensiallanuvchi
funksiya, hosila.

METO/ BCIIOMOTATEJIbHON ® YHKIIUA B OJINMIINA THOM MATEMATHKE

AnHomauyus. B dannoii cmamove paccmampueaemes Memoo 66e0eHUs 6CHOMOSAMENbHOT YHKYUL
071 OOKA3AMENbCMEA CYUecmE08aHs PetuleHITi YPAGHEHUI ¢ NPOU3BOOHOT, KOMOpbIe YaACHOo 6Cmpeyd-
omes Ha mMamemamuyeckux oaumMnuadax. O6viacHsaemes, Kaxk NPAasuibHO NOCMPOUMb 6CHOMO2AMETbHYIO
QDYHKYUIO, eCeCmBeHHbIM 00pA30M NPUBOOAYIO K peutenuto. Taxace 0bcyxcoaomes 0OCHOBHbIE NPUHY -
nbl 8b100pa MAKOTE PYHKYUY 1L NOKA3BIBACCS, KAK OGHHBIT MEMOO YNPOWaem Npoyecc peuteHus.

Knarwuesnvie cnosa: meopema Ponna, meopema bonvyano—Kowi, ecnomozamenvhasn QyHryus, ough-
Qepenyupyemas QyrHkyua, npou3oOHds.

APPLICATION OF THE AUXILIARY FUNCTION METHOD TO MATHEMATICAL

OLYMPIAD PROBLEMS

Annotation. This article examines the method of introducing an auxiliary function to prove the
existence of solutions to derivative-based equations that frequently appear in mathematical Olympiads. It
explains how fo construct an appropriate auxiliary function that leads naturally and efficiently to the
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