Kvadratik funksiyalar uchun konjugat gradient usuli o‘zining ustunligini ko‘rsatdi. U xotira jihatdan
tejamkor va katta o‘lchamli tizimlarda samarali bo‘ldi. Biroq umumiy nolinear funksiyalar uchun uning sa-
maradorligi BFGS bilan solishtirganda pastroq natija berdi.

Xulosa. Maqgolada shartsiz optimallashtirish usullari nazariy asoslari va amaliy samaradorligi nuqtai
nazaridan tizimli ravishda taqqoslandi. Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki, algoritm tanlash masalaning
tuzilishi, o‘lchami va funksivaning silliglik darajasiga bevosita bog‘liq. Gradient usuli hisoblash jihatdan
sodda va barqaror bo‘lsa-da, yomon konditsionallikka ega funksiyalarda sekin vaginlashadi. Nyuton usuli
esalokal kvadratik tezlikda yaqinlashib, kichik o‘lchamli masalalarda yuqori samaradorlik ko‘rsatadi, biroq
hisoblash xarajati katta bo‘ladi.

Kvazi-Nyuton algoritmlari, xususan BFGS va uning cheklangan xotirali varianti L-BFGS, tezlik va
resurs tejamkorligi o°rtasida muvozanatni ta’minlashi bilan ajralib turadi. Katta o‘lchamli kvadratik ma-
salalarda konjugat gradient usuli samarali natija berdi.

Tadgiqot shuni tasdiglaydiki, universal eng yaxshi usul mavjud emas; optimal tanlov muammoning
xususiyatlariga mos ravishda amalga oshirilishi lozim. Shu bilan birga, nazariy konvergensiya xossalari
amaliy tajribalarda ham o°z tasdig‘ini topdi. Kelgusida adaptiv va gibrid optimallashtirish algoritmlarini
ishlab chiqish istigbolli ilmiy vo‘nalish hisoblanadi.
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“MATEMATIKA” FANIDAN OLIMPIADA MASALALARINI YECHISHDA YORDAMCHI
FUNKSIYA KIRITISH METODI

Annotatsiya. Ushbu maqolada ko ‘plab matematik olimpiadalarida uchraydigan hosilaga oid teng-
lamalarni yechimi mavjud ekanini isbotlashda qo ‘llaniladigan yordamchi funksiya kiritish metodi ko ‘rib
chigilgan. Yechimga oson olib boradigan yordamchi funksiyani ganday topish tushuntirilgan.

Kalit so‘zlar: Roll teoremasi, Balsona Koshi teoremasi, yordamchi funksiya, differensiallanuvchi
funksiya, hosila.

METO/ BCIIOMOTATEJIbHON ® YHKIIUA B OJINMIINA THOM MATEMATHKE

AnHomauyus. B dannoii cmamove paccmampueaemes Memoo 66e0eHUs 6CHOMOSAMENbHOT YHKYUL
071 OOKA3AMENbCMEA CYUecmE08aHs PetuleHITi YPAGHEHUI ¢ NPOU3BOOHOT, KOMOpbIe YaACHOo 6Cmpeyd-
omes Ha mMamemamuyeckux oaumMnuadax. O6viacHsaemes, Kaxk NPAasuibHO NOCMPOUMb 6CHOMO2AMETbHYIO
QDYHKYUIO, eCeCmBeHHbIM 00pA30M NPUBOOAYIO K peutenuto. Taxace 0bcyxcoaomes 0OCHOBHbIE NPUHY -
nbl 8b100pa MAKOTE PYHKYUY 1L NOKA3BIBACCS, KAK OGHHBIT MEMOO YNPOWaem Npoyecc peuteHus.

Knarwuesnvie cnosa: meopema Ponna, meopema bonvyano—Kowi, ecnomozamenvhasn QyHryus, ough-
Qepenyupyemas QyrHkyua, npou3oOHds.

APPLICATION OF THE AUXILIARY FUNCTION METHOD TO MATHEMATICAL

OLYMPIAD PROBLEMS

Annotation. This article examines the method of introducing an auxiliary function to prove the
existence of solutions to derivative-based equations that frequently appear in mathematical Olympiads. It
explains how fo construct an appropriate auxiliary function that leads naturally and efficiently to the
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solution. The paper also discusses the key principles behind selecting such a function and demonstrates
how this technique simplifies the solving process.

Key words: Roll’s theorem, Bolzana-Cauchy theorem, auxiliary function, differentiable function, de-
rivative.

Kirish. Bilamizki matematika fan olimpiadalarida uchraydigan masalalar yuqori darajadagi tahliliy
fikrlashni talab etadi, ko‘pincha, standart hisoblash usullari yordamida bevosita yechilmaydi. Ushbu ma-
salalarning murakkabligi vashirin tuzilishini aniqlash va uni qulay matematik shaklga keltirish bilan bog‘liq
bo‘ladi. Shu sababli samarali metodlarni aniglash hamda ulamni tizimli ravishda qo‘llash dolzarb masalalar-
dan biridir. Matematikada keng qo‘llaniladigan yordamchi funksiya kiritish metodi murakkab munosabat-
larni soddaroq funksional ko‘rinishga o‘tkazish imkonini beradi. Ushbu yondashuv hosilalar nazariyasida
muhim o°rin egallagan Roll teoremasi, Logranj va Koshi teoremalarining isbotida muhim o‘rin tutadi. Mos
vordamchi funksiva tanlash orqali Roll teoremasidan Lagranj va Koshi teoremalari sodda isbotlash mum-
kin. Shu bilan birgalikga, yordamchi funksiya kiritish g‘oyasi ko‘plab olimpiada masalalarida yechimga
olib keluvchi asosiy vosita bo‘lib xizmat giladi. Yordamchi funksiya kiritilgandan keyin masalani yechish
ancha oson bo‘lib goladi, Iekin shunday funksiyani topish masalasi odatda qiyinlik tug‘diradi. Ushbu mago-
lada biz shunday yordamchi funksiya topish usullarini ko‘rib chigamiz.

Matematik analiz bo‘yicha klassik adabiyotlarda yordamchi funksiya kiritish metodining nazariy
asoslari ko‘rib chigilgan. Masalan, [1],[2],|3]lar darsliklarida Roll teoremasi, Logranj va Koshi teoremalari-
ning isbotlarida yordamchi funksiya qurish usuli go‘llaniladi. Bu yondashuv murakkab funksional bog‘la-
nishlarni sodda ko‘rinishga keltirish imkonini beradi. Shuningdek, matematika olimpiadasi bo‘yicha yozil-
gan boshga ilmiy manbalarda ham yordamchi funksiva metodining amaliy qo‘llanilishi ko‘rib chiqilgan.
Masalan, T.Andreescu va R.Gelcalarning ishlarida olimpiada masalalarini yechishda funksional yonda-
shuvlar va yordamchi konstruksiyalarni qo‘llash misollar orqali tahlil qilinadi [4], [5].

Yugqoridagi adabiyotlar tahlili shuni ko‘rsatadiki, yordamchi funksiya kiritish metodi matematik ana-
lizning nazariy natijalarini isbotlashda ham, olimpiada masalalarini yechishda ham samarali vositalardan
biri hisoblanadi. Shu bilan birga, mos yordamchi funksiyani tanlash masalasi, ko‘pincha, ijjodiy yondashuv-
ni talab giladi va bu yo‘nalishda metodik tadqiqotlarni davom ettirish muhim ahamiyatga ega.

1. Roll teoremasi orqali yechiladigan masalalarda yordamchi funksiya topishning universal usuli.
Ayrim olimpiada masalalarida uzluksiz funksiya va uning hosilasi ishtirok etgan tenglama biror oraliqda
yechimga ega ekanini isbotlash talab qilinadi. Aytaylik, gandaydir shartlarni ganoatlantiruvchi (a; b) ora-
ligda aniqlangan f (x) differensiallanuvchi funksiva uchun

F(f'(c);f(c); C) =0

tenglikni qanoatlantiruvchi ¢ € (a, b) topilishini isbotlash talab gilingan bo‘lsin. Bu masalani ye-
chish uchun quyidagicha yo°l tutish mumkin: agar shunday differensiallanuvchi g(x) funksiya topilib
gx)=F(f "), £ (x); x) shart bajarilsa va (a; b) oraliqdagi birora; > avab; < b sonlaruchun g(a;) =
g(by) tenglik o‘rinli bo‘lsa, Roll teoremasiga ko‘ra g '(c¢) = 0 bo‘ladigan ¢ € (ay; b,) topilishi kelib chi-
qadi. Bu bizga kerakli tenglikni beradi. Shunday yordamchi funksiyani qanday topish mumkin? Shu sa-
volga javob beramiz. Buning uchun dastlab

F(f'(x), f(x),x) =0
birinchi tartibli differensial tenglamani yechamiz. Umumiy yechimi y(x)c; ko‘rinishda bo‘lsin.
Unda biror oraliqdagi barcha x lar uchun va ixtiyoriy ¢;0°zgarmas son uchun
F(y'(x)ey, y(x)cy,x) =0
ckani ma’lum. Yordamchi funksiya sifatida
fx)

g(x) e

funksiyani olamiz. Odatda masala shartidagi ma’lumotlardan g(x) ning differensiallanuvchiligi va
g(a) = g(b) ckanligi kelib chigadi. Shu shartlar bajarilsa, Roll teoremasiga ko‘ra g’(¢) = 0 bo‘ladigan
¢ € (ayq; by) son topiladi va

fey(e) = F(e)y'(e) _

"(c) = 0.
7 y(©)?
U holda, f'(c)y(c) — f(c)y'(c) = 0, bundan % = % = k. Demak, F(y'(c)k,y(c)k,c) =0

ekanidan, F(f'(c), f(c), ¢) = 0 tenglik kelib chiqadi. Bundan, masala shartida so‘ralgan ¢ son mavjud
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ckan deb xulosa qilishimiz mumkin. Quyida bir nechta olimpiada masalalarida buni tatbigini ko‘rib chiqa-
miz.

2. Olimpiada masalalarida tatbiqi.

1-masala. Berilgan f: [0,1] - R funksiya aniqlanish sohasida uzluksiz va (0,1) intervalda differen-

siallanuvchi bo‘lsin. f(1) = 0 ekani ma’lum bo‘lsa,

c—1
fie)=—f()
tenglik o‘rinli bo‘ladigan ¢ € (0; 1) son mavjudligini isbotlang.
Yechim. Shunday g(x) vordamchi funksiva olishimiz kerakki, gandaydir a,b € (0;1) uchun
g(a) = g(b) bo‘lib, g’'(x) = b o‘ladigan x larda masalada berilgan tenglik o°rinli bo‘lishi kelib chigishi
kerak. Bunday funksiya topish uchun yuqorida ko‘rib o‘tilgan usulni qo‘llaymiz,

x—1
f'x) =—f®

differensial tenglamani yechamiz. f(x) = %cl yechim olamiz. g(x) = f(x)e™*x yordamchi funk-
siva olamiz. g(0) = g(1) = 0 ckani ma’lum, f(x) uzluksiz, differensiallanuvchi ekanidan g(x) ham uz-
luksiz, differensiallanuvchi. Roll teoremasiga ko‘ra, g(c¢) = 0 bo‘ladigan ¢ € (ay, b,) mavjud. Demak,
0=g'(c)=f()e c—f(c)e c+e€
va bundan

, c—1
F1(©) =1
ckanligi kelib chigadi.
2-masala. Berilgan f: [0; 1] — R funksiya aniqlanish sohasida uzluksiz va (0; 1) intervalda differen-
siallanuvchi bo‘lsin.f (1) = 0 ekani ma’lum bo°‘lsa,
f©)

fe)= T
tenglik o‘rinli bo‘ladigan ¢ € (0; 1) son mavjudligini isbotlang.
Yechim. Kerakli bo‘lgan yordamchi funksiya qidiramiz.

Fa =19

differensial tenglamaning yechimi f(x) = %cl ckanidan g(x) = xf(x) yordamchi funksiya olsak,

g(0) = g(1) = 0 va g(x) differensiallanuvchi. Roll teoremasiga ko‘ra g'(c) = 0 bo‘ladigan ¢ € (0; 1)
mavjud. Shu ¢ soni masala shartini gqanoatlantiradi.
3-masala. Berilgan  f:[a;b] > R funksiva  aniqlanish  sohasida  uzluksiz = va

fbf(x)dx =0

bo‘lsa, fac f(x)dx = f(c) o‘rinli bo‘ladigan ¢ € (0; 1) son mavjudligini isbotlang.
Yechim. Bu masalada ham yordamchi funksiya topishimiz kerak,

t
F(t) = f f(x)dx

deb olsak, avvalgi masalalarda yechganimiz kabi differensial tenglama yechib yordamchi funksiya
topishga harakat gilamiz. F(t) = f(t) ni yechishimiz kerak, f(t) = F'(t) ckanini hisobga olsak, F(t) =
F'(t) tenglamaning yechimi F (t) = e‘c; ckanidan

gt) = e™F(t)

yordamchi funksiya olamiz. g(t) funksiya Roll teoremasi shartlarini ganoatlantirishini tekshiramiz.
g(a) = g(b) = 0 ckani ma’lum, g(t) uzluksiz funksiya, demak, Roll teoremasiga ko‘ra g'(t) = 0 bo‘la-
digan ¢ € (0; 1) mavjud. Bu esa bizga kerakli tenglikni beradi.

Bu usulni nafagat birinchi tartibli hosila gatnashgan tenglamalar yechimga ega ckanida balki yuqori
tartibli hosilalar gqatnashgan tenglamalar uchun ham qo‘llashimiz mumkin.

4-masala. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [0; 2] kesmada uzluksiz va (0; 2) oraliqda ikki marta diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsin. Shuningdek, £(0) = f(2) = 0 bo‘lsin.

U holda shunday ¢ € (0,2) mavjud bo‘lib

cf"(e)+2f'(c)=0
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tenglik o‘rinli bo‘lishini isbotlang.
Yechim. xf"(x) + 2f'(x) = 0 diffeensial tenglamani yechamiz. Yechimi f(x) = icl ekanidan

g(x) = xf(x) deb olishimiz mumkin. g(x) uzluksiz differensiallanuvchi va g(0) = g(2) = 0 e¢kani ma’-
lum, Roll teoremasiga ko‘ra, g'(a) = 0 bo‘ladigan a € (0; 2) topiladi. g'(0) = 0 va g'(0) = g'(a) eka-
nidan Roll teoremasini yana bir marta qo‘llasak, g’ (¢) = 0 bo‘ladigan ¢ € (0; @) son mavjud. Ma’lumki,

g'(x) = f(x) +xf(x) vag"(x) = 2f (x) + xf"(x).

Demak,
cf"(c)+2f'(c) =0.

3. Balsona-Koshi teoremasi orqali yechiladigan masalalar. Ayrim masalalarda ikki yoki undan ortiq
uzluksiz funksiyalar kombinatsiyalaridan tashkil topgan tenglama berilgan oraligda yechimga ega c¢kanli-
gini isbotlash talab ctiladi. Keling sodda hollardan birini ko‘rib o‘tamiz. Bizga f, h € C[a; b] funksiyalar
berilgan bo‘lsin. f(x) = h(x) tenglama yechimga ega ckanini ko‘rsatish talab etilsin. Ushbu holda biz
g(x) = f(x) — h(x) yordamchi funksiya olib, uning uzluksiz ekanini va shunday a, va b, nuqtalar topilib,
g(a;) > 0,g9(b;) < 0 ckanini korsata olsak, Balsona-Koshi teoremasidan g(x) = 0 bo‘ladigan, x €
(aq; by) son topilishi kelib chigadi (|2] ga garang).

1-masala. Bizga f:[0;1] - [0;n] suryektiv, uzluksiz funksiya hamda g;:[0;1] - [0;1], j =
1,...,n, uzluksiz funksiyalar berilgan. U holda

n
)= ¥ g
j=1
tenglama [0; 1]da, hech bo‘lmaganda, bitta yechimga ega ckanligini isbotlang.

Yechim.

n
R = F() = ) ©17g;()
j=1
vordamchi funksiya olamiz. f (x) ning suryektiv ekanidan, f(a) = 0 va f(b) = nbo‘ladigan a, b € (0; 1)
sonlar topiladi. U holda

n

h(a) = —Eaj‘l gj(@) <0

=

va
n

h(b) = n— 2 b= g, (b)

=1
bo‘ladi. Bundan Balsona-Koshi teoremasiga ko‘ra, h(c) = 0 bo‘ladigan ¢ € [0; 1] mavjud. Demak,
n

=) ™ gi(o.
=
2-masala. Faraz gilaylik, f, g:[0;1] = [0; 1] uzluksiz, suryektiv funksiyalar bo‘lsin. U holda
f(g(x0)) = g(f(x0)) shartni qanoatlantiruvchi x, € [0; 1] nuqta mavjudligini isbotlang.
Yechim. Ma’lumki, f (g(x)), g(f (x)): [0; 1] = [0; 1] uzluksiz va suryektiv funksiyalar bo‘ladi.

h(x) = f(g(x)) — g(f(x)) deb olsak, suryektiv ekanligidan f(g(a)) =0,g(f(b)) =1 bo‘ladigan
a,b € (0;1) topiladi. Unda h(a) = —g(f(a)) < 0,h(b) =1 — g(f (b)) = 0 o‘rinli bo‘ladi. Balsona-
Koshi teoremasiga ko‘ra, h(c) = 0 bo‘ladigan ¢ € (0; 1) mavjud bo‘lishi kelib chigadi.

3-masala. e* = 4 — 3x° tenglama [0;100] kesmada yechimga ega ekanini isbotlang.

Yechim. g(x) = e¥ — 4 + 3x° funksiya olamiz. Ma’lumki, g(0) = —3 < 0, g(10) > 0. Balsona
Koshi teoremasiga ko‘ra, g(c) = 0 bo‘ladigan ¢ € (0; 10) son mavjud.

Xulosa. Ushbu maqolada olimpiada masalalarida uchraydigan hosilaga oid tenglamalaring ildizi
mavjud ekanini isbotlash uchun yordamchi funksiya kiritish metodi ko‘rib chiqildi va yechimga oson olib
boruvchi yordamchi funksiya qanday topilishi ko‘rsatildi. Ko‘rib chigilgan misollar yordamchi funksiya
kiritish metodining olimpiada masalalarini yechishda samarali ekanligini ko‘rsatadi. Ushbu yondashuv
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o‘quvchilarda matematik tafakkurni rivojlantirish, masalaga turli nuqtai nazardan qarash va murakkab ma-
salalarni sodda ko‘rinishga keltirish ko*‘nikmalarini shakllantirishda muhim ahamiyatga ega.
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Sadullayev Jurabek Oybekovich (UrDU tayanch doktoranti), Axmedov Munisbek Muhammad o‘g‘li,
Vapayev Murodbek Ergashovich, Davletov Ikram Yusubovich (UrDU Texnika fakulteti)
GRAFEN ISHLAB CHIQARISH JARAYONIDA HARORAT MAYDONI VA ISSIQLIK
TARQATILISHINING TAHLILI

Annotatsiya. Ushbu tadgiqotda millisekundlik impulsli lazer nurlanishi ostida poliimid substratida
grafen hosil bo ‘lishi paytida harorat maydoni va issiqlik uzatilishi ragamli modellashtirish yordamida o ‘r-
ganildi. Vagtga bog ‘liq issiqlik uzatish tenglamasi Gauss issiqlik manbai bilan yechildi. Natijalar lazer
parametrlari va skanerlash tezligi issiqlik to ‘planishiga va grafen sintezi uchun kritik harorat zonasining
shakllanishiga sezilarli ta sir ko ‘rsatishini ko ‘rsatadi. Olingan natijalar lazer bilan induksiyalangan gra-
fen ishlab chigarish jarayonlarini optimallashtirish uchun ilmiy asos yaratadi.

Kalit so‘zlar: grafen sintezi, harorat maydoni, issiqlik targalishi, ragamli modellashtirish, COMSOL
multifizikasi, lazer bilan induksiyalangan grafen, issiqlik uzatish.

Canymnaes Ixypater Oiidexorud (acmmpant YpI'Y), Axmenor Mynncoex MyxamMmasn o1,
Bamaes Mypoadek Ipramorudy, lasieroB Hkpam KOcy6opma (YpI'Y)
AHAJIN3 TEMIIEPATYPHOI'O ITOJIA U TEIVIOIIEPEJAYHA B TIPOLECCE
HNPOU3BOJACTBA I'PA®EHA

Anuomayusi. B dannom uccne0osanuy ¢ nOMOWBIO YUCIEHHO20 MOOCTUPOSAHIUS UIYHANUC HeM-
nepamypHoe nojie 1 menionepeoaid 6 npoyecce Popmupo8anus epapena Ha NOJUUMUOHOT NOOTOHCKE NOO
6030eliCmeueM MUTLTUCEKYHOHO20 UMNYIbCHOZ0 A3ePHO20 usnyderus. boiio peueno 3aeucsaujee om epe-
MeHU ypasHeHue menionepeoas ¢ 2ayccosbiM UCMOYHUKOM menid. Pesyniomamul nokasvieaiom, 4mo na-
pamempul 1a3epa i CKOPOCHb CKAHUPOBAHUS OKAZbIBAION CYUeCMEEHHOe GIUAHUE HA HAKONIeHUe mend
U POpMUPOBAHUE KPUMUYECKOT MeMNepamypHoil 30Hbl Ol cunme3sa epagpena. Ilonyuennvie pe3ynvmamol
06ecnequeaom Hay4Hyo OCHOBY 0151 ONMUMUAYUL NPOYECCO8 NA3EPHO-UHOVYUPOBAHHO20 NPOU3BOOCEA
epaghena.

Knrwuegoie crosa: cunmes epagena, memnepamyproe noie, menioomoasd, YuUcieHHoe Mooeiupo-
sanue, COMSOL Multiphysics, nasepHo-unoyyupoeanulii epagen, menionepeoayd.

Sadullayev Jurabek Oybekovich (UrSU, basic doctoral student), Akhmedov Munisbek Muhammad oglu,
Vapayev Murodbek Ergashovich, Davletov Ikram Yusubovich (UrSU)
ANALYSIS OF TEMPERATURE FIELD AND HEAT DISTRIBUTION IN THE GRAPHENE
PRODUCTION PROCESS

Annotation. In this study, the temperature field and heat transfer during graphene formation on a
polyimide substrate under millisecond pulsed laser irradiation were studied using numerical modeling. The
time-dependent heat transfer equation was solved with a Gaussian heat source. The results show that the
laser parameters and scanning speed have a significant effect on heat accumulation and the formation of
a critical temperature zone for graphene synthesis. The obtained results provide a scientific basis for
optimizing laser-induced graphene production processes.

Keywords: Graphene synthesis, temperature field, heat dissipation, numerical modeling, COMSOL
multiphysics, laser-induced graphene, heat transfer.

Kirish. So*nggi villarda grafen o°zining yuqori elektr va issiqlik o‘tkazuvchanligi, mexanik mustah-
kamligi hamda atom darajasidagi yupqaligi tufayli materialshunoslikda keng e’tibor qozondi [1,2]. Ushbu
xossalar uni nanoelektronika, energiya saglash va sensor texnologiyalarida istigbolli materialga aylantirdi
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