


ning xos giymatlari va elementar simmetrik funksiyalar yordamida aniglanadi. Shu sababli (A)m -qavariq

funksiyalami o‘rganish Garding konuslari, Gessian operatorlari va qavariq geometriya bilan uzviy bog‘lig-
dir.

Ma’lumki, m -qavariq funksiyalar sinfi bir gator tabiiy algebraik va geometric xossalarga ega. Biroq
(A)m -qavariq funksiyalar sinfi uchun bunday xossalar har doim ham o'rinli bo‘lavermaydi. Masalan, ikki-

ta (A)m -qavariq funksiyaning yig‘indisi umumiy holda yana (4)m -qavariq bo‘lishi shart emas. Shuning-
dek, umumiy holda (A)m —cv < (A)(m +1) — cv munosabati bajarilmasligi mumkin. Bu holat (A)m -qa-
variq funksiyalar sinfining m -qavariq funksiyalar sinfiga nisbatan murakkabroq tuzulishga ega ckanligini
ko rsatadi. Ushbu maqolaning asosiy magsadi R” fazoda aniglangan (A)m -qavariq funksiyalar sinfining
ayrim algebraik, topologik va geometrik xossalarini o‘rganishdan iborat.

| Fu(x) | o
Asosiy natijalar. D — R” soha va u € C*(D) bo‘lsin. G, (x) = [&L{(;)J Hessian matritsa-
ik

7 j.k=1
ning xos giymatlari vektorini A(G, (x)) = (4,(x), 4,(x),...,4,(x)) deb belgilaymiz.
1-ta’rif. Agar har bir x € D uchun
H (MG, (x)))=0, k=12,...n—m+], (1)

bo'lsa, u holda u funksiya D sohada m -qavariq funksiya deyiladi.
Bu yerda

HW)= D> Ah-A,

1<) <iy<---<ip <n
A=(4,...,4,) vektorning k -elementar simmetrik funksiyasi.
Bu ta'rifni A(G,(x))eT, .,
T,={1eR"H/(1)=0k=12,.,m}
Garding konusining yopig‘ini bildiradi.
2ta’rif. DcR” soha va ueC*(D) bo'lsin Agar har bir xeD nuqtada barcha
1<, <---<j, <n indekslar uchun

ko‘rinishda ifodalash ham mumkin, bu yerda

A, () ++4, ()20 (2)
va
H, . (Ax))20. 3)
shartlar bajarisa, u holda u funksiya D sohada (A)m -qavariq deyiladi:

D.Qalandarovaning [13] ishida m -qavariq va (A)m -qavariq funksiyalar sinflarining ustma-ust tu-
shish holatlari o°rganiladi. Xususan, 7 =2 bo‘lganda bu ikki sinf ustma-ust tushadi, ya’ni
(A)m —cv =m —cv. Shuningdek, m =3 bo‘lgan holda ayrim maxsus o‘lchamlar uchun ham ushbu sinf-
laming tengligi isbotlangan. Jumladan, # =8 va n =9 hollarda (A4)3 —cv =3 —cv tenglik bajariladi. Bi-
roq bu tenglik umumiy holda o°‘rinli emas. Masalan, m =3 va n =10 bo‘lgan holda ikki marta silliq funk-
siyalar sinfida (A)3-qavariq va 3 -qavariq funksiyalar sinflari ustma-ust tushmasligi ko‘rsatilgan. Ya’'ni
bu holda (4)3—cv#3—cv.

Demak, m -qavariqlik va (A)m -qavariglik orasidagi munosabat fazoning o‘lchami » hamda para-

metr m ga sezilarli ravishda bog‘liq.
(A)m -qavariq funksiyalar sinfining chiziglilik xossasi. Ushbu bo‘limda (A)m -qavariq funksiyalar

sinfining ayrim algebraik, topologik va geometrik xossalari o‘rganiladi. Avvalo, klassik m -qavariq funk-
siyalar sinfidan farqli ravishda, (A4)m -qavariq funksiyalar sinfi umumiy holda, yig‘indiga nisbatan yopiq
emasligini ko ‘rsatamiz.



Ma’lumki, m -qavariq funksiyalar sinfi musbat koeffitsientli chizigli kombinatsiyalarga nisbatan
yopiqdir (11). Biroq (A4)m -qavariq funksiyalar sinfi uchun bunday xossa umumiy holda bajarilmaydi.
Bunga quyidagi misol orqali ishonch hosil gilishimiz mumkin.

1-misol. R" fazoda quyidagi ikki marta silliq funksiyalarni qaraymiz:

8 10
u(x)= IOZ X7 =5x; = 5%, va v(x) = —x; —x; + 22 X,
7=l j=3

buyerda x=(x,,...,x,) e R

Ammo bu funksiyalar uchun # € (4)3 —cv(R') va v e (4)3 —cw(R"), lekin w(x) = u(x) +v(x)
funksiya bu sinfga tegishli emasligini ko‘rsatish mumkin.

Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: (A)m -gavariq funksiyalar sinfi umumiy holda yig ‘indiga nis-
batan yopiq emas. Xususan, bu sinf chiziqli fazo tashkil qilmaydi. Shu sababli (A)m -qavariq funksiyalar
sinfining qaysi qo‘shimcha shartlar ostida qo‘shishga nisbatan saqlanishini aniqlash tabiiy masala hisob-
lanadi.

Agar qo‘shiluvchilardan biri odatdagi ma’noda qavariq funksiya bo‘lsa ham, u holda yig‘indi (A)m
-gavariq funksiyalar sinfiga tegishli bo‘lib qolmas e¢kan. Buni quyidagi misol yordamida ko ‘rsatamiz.

2-misol. D — R" sohada aniglangan funksiyalar uchun 7 =11 va m =5 bo‘lsin. Quyidagi funksi-

. . 2., 1% o . .
vani  qaraymiz  u(x)=-x] — 3 X+ 5 Z x>, Ushbu funksiyaning  Gessian  matritsasi
i=3

) 4 D . . . . 4 .
G, = dlag[—Z,—g,l, l,...,lj ko‘rinishida bo‘lib, uning xos giymatlari A = [—2,—;, l,...,lj vektorini

tashkil etadi. Gessian operatori H, (bu yerda k =7 —m+1=7) uchun hisoblashlar shuni ko*rsatadiki,

H, (D)= >, 4.4 =%>o.

1< <. =iy <11
1
Demak, u € (4)S —cv(D). Endi v(x) = 5 x; funksiyani qaraymiz. Bu funksiyaning Gessian matrit-

sasi G, = d1ag(0,0,1,0,...,0) bo‘lib, u qavariq funksiyadir.
Yig indi funksiya w(x) = u(x)+v(x)ning Gessian matritsasi quyidagicha bo‘ladi:

G,=G,+G, :diag[—Z,—é,Z,l,...,lj.

Yig‘indi funksiyaning xos qiymatlari :[—2,—§,2, l,...,lj vektoridan iborat. Ushbu vektor

72
uchun H, () qiymatini hisoblasak, H,(u)= r <0. Natijada w & (A4)5—cv(D) ekanligi kelib

higadi
) qadIIE.ndi ikkinchi funksiyaga qo‘vgan shartimizni affinlik shartiga o‘zgartiramiz.

1-teorema. D c R” sohava u € (A)ym—cv(D) bo'lsin. Agar {(x)=ax, +---+ax +b
affin funksiya bo ‘Isa, u holda u + ¢ € (A)m —cv(D) bo ‘ladi.

Isbot. Affin funksiya uchun G,(x)=0. Shuning uchun G, (x)=G, (x). Demak, u+/{ va u
funksiyalarning Hessian matritsalari ustma-ust tushadi. Natijada ularning xos qiymatlari ham ustma-ust
tushadi, ya'ni A(G,.,(x)) = UG, (x)). u e (A)m—cv(D) bo‘lganligi sababli (2) va (3) shartlar bajariladi.
Xos qiymatlarning tengligidan xuddi shu shartlar #+/{ wuchun ham bajariladi. Demak,
u+/te(Aym-cv(D).

2-teorema. Agar u € (A)m—cv(D) va ¢ >0 bo'lsa, u holda cu € (Aym —cv(D) bo ladi.



Isbot. Agar ¢ =0 bo‘lsa, tasdiq ravshan. ¢ >0 bo‘lsin. U holda G_,(x) = ¢G,(x). Shuning uchun
Hessian xos giymatlari A(G_, (x)) = cA(G, (x)) bo‘ladi. Demak,

eA, (x)+-+cd, () =c(4, () 4+ 4,_(1)) =0
Bundan tashqari,
Hn—mH (C/l) = cnimHHn—mH (/1) 2 O

Demak, cu € (A)ym —cv(D).

Yugqoridagi tasdiglardan ko‘rish mumkinki, (A4)m -qavariq funksiyalar sinfi umumiy holda qo‘-
shishga nisbatan yopiq emas, biroq nomanfiy skalyar ko‘paytirishga nisbatan yopiqdir. Shu bilan birga,
qo‘shiluvchi funksiyaga ma’lum qo‘shimcha cheklovlar qo‘yilganda ham (A4)m -qavariqlikni saqlash
mumkin. Buning uchun, avvalo, qat’iy (A)m -qavariqlik tushunchasini kiritamiz.

3-ta’rif. D cR” soha va ueC*(D) bo'lsin. Agar har bir kompakt K @ D uchun shunday
o, >0 son mavjud bolib, barcha x € K va barcha 1< j, <--- < j <n indekslar uchun

A () ++ 4, (x) 20 4)
hamda
H, 1 (Ax)) 2 ¢ ®)
shartlar bajarilsa, u holda u funksiya D sohada qat’iy (A)m -qavariq funksiya deyiladi.
3-teorema. Agar u funksiya D sohada qat’iy (A)m-qavariq bo'lsa, u holda har bir kompakt

KED uchun shunday € >0 mavjudki, sup HG(/,(X) k& sharti qanoatlantiruvchi har qanday

xeK
@ € C*(D) uchun u+ @ € (A)ym—cv(K) bo lad.
Isbot. u# funksiva K da gqat’ty (A)m-qavariq bo‘lganligi sababli, har bir
J={J,..j.y<{l,...,n}, | J|=m, uchun
S, (x)= ljl (X)+--+ l].m (x) 6)
funksiya K da musbatdir. # € C*(D) bo‘lganligi sababli G, (x) uzluksiz matritsa-qiymatli funksi-

yadir. Shuningdek, simmetrik matritsaning xos qiymatlari uning elementlariga uzluksiz bog‘liq . Xos qiy-
matlar uzluksiz bo‘lganligi sababli S, (x) ham K dauzluksiz. K kompakt va bunday .J lar soni chekli

bo‘lgani uchun J, = mi}gl S, (x) > 0. Shuningdek, x> H, , .,(AU(G, (x)))
|J|=m

uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun J, = milgl H, . (AG,(x))>0. Endi 6 =min{d,,0,}>0 deb

olamiz. Ixtiyoriy ¢ € C*(D) uchun A(x)=G,(x), B(x)=G(x) deb belgilaymiz. U holda
G,,,(x) = A(x)+ B(x).
A(x)ning  xos  qgiymatlarini 4 (x),..., 4 (x), A(x)+ B(x)ning xos qiymatlarini ecsa
1 (X),..., 1 (x) deb belgilaymiz. Xos qiymatlarni bir xil tartibda joylashtiramiz.
Simmetrik matritsalar xos qiymatlari uchun Veyl tengsizligiga ko‘ra (q.[5])
| 1. (x)= A (x) [ IB(x) ] i=1,...n
Agar sup HG(p(x) lk & bo‘lsa, u holda har bir x€ K va i=1,...,n uchun |,ul.(x)—/11.(x)| <g

xekK
bo‘ladi. Avval, (A)m -qavariglikning birinchi shartini tekshiramiz. Ixtiyoriy 1< j, <---< j <mnuchun

() +tp, ()24 () ++ 4 (x)-me. Demak, p (x)+-+p (X)=20-me.  Agar

o 0
€ 32— bolsa, u holda 41, (x)+--+ 4, (x)= Y >0. Demak, u+¢ funksiya (A)m -qavariglik ta’-
m m

rifidagi birinchi shartni K da qanoatlantiradi.



Endi ikkinchi shartni tekshiramiz. Demak, K @D  kompakt bo‘lganligi sababli
M, =supmax |4, (x)|<o. M =M,+1 deb olamiz. Agar & <1 bo‘lsa, u holda |z (x)|<M va

vep l5i=

| A (x)|<M . H, elementar simmetrik ko‘phad bo‘lgani uchun

H(&)= D, & ¢,

1<i<---<ip<n

CH .. .
fk &)=H,, (§ |§i:0) ko‘rinishga ega. Shuning uchun | £, |[< M bo‘lgan sohada

aHk n-1 k-1
‘aé- @‘Sﬂk—l]M '

Uning hosilalari

O‘rta qiymat teoremasiga ko‘ra,

| H, (u(x) = H (A [ C () - Ax) 1L,

jM *1 Yugoridagi xos giymatlar bahosidan lu(x)—A(x) I, <e.

n
bu yerda C = n(
k
0
Demak, H,(u(x))= H, (A(x))—-Ce26—-Ce. Agar ¢ < Bk bo‘lsa, u holda
0
H, (1) 25> 0.

. o . ) o O .
Endi & >0 ni quyidagicha tanlaymiz & < min {I,Z—,f}. Shunda har bir x € K uchun
m
w, () +-+ 1, (x) 20, 1<j <--<j <n,
va
Hn—mﬂ (/’t(x)) 2 O

bo‘ladi. Bu esa aynan u + ¢ € (4)m-cv(K) ekanligini bildiradi.

(A)m -qavariq funksiyalar sinfining topologik xossasi. (A4)m -qavariq funksiyalar sinfining
algebraik xossalaridan tashqari, uning topologik xossalarini ham o‘rganish muhimdir. Xususan, funksiyalar
ketma-ketligi ma’lum ma’noda yaqinlashganda limit funksiya ham (A4)m -qavariq bo‘lib qoladimi, degan

2
loc

savol tabiiy ravishda paydo bo‘ladi. Quyida (A)m -gavariq funksiyalar sinfining C, _-topologiyada yopiq

ckanligini ko‘rsatamiz.
4-ta’rif. D < R” soha bo'Isin. Agar {u;} < C *(D) funksiyalar ketma-ketligi va u € C* (D) funk-

siya uchun har bir K € D kompaktda j — o da Huj —u HCZ(K)

— Obajarilsa, u holda u ,(x) ket-
ma-ketlik u(x) ga C. (D) ma noda yaqinlashadi deyiladi, bu yerda

— [24 _ o
o, —u HCZ(K)_I\{.}@T:EP) u,(x)-D u(x)|.

4-teorema. D — R" soha bo'lsin. Faraz gilaylik, u; € (A)ym—cv(D), j=1,2,..., va u, >u,
C. (D) ma’noda bajarilsin. U holda, u € (A)ym —cv(D) bo ladi.
Isbot. Ixtiyoriy x € D nugqtani fiksirlaymiz. #, — u yaginlashish C ° (D) ma’noda bajarilganligi

loc
sababli (Dzuj (x)) - (Dzu(x)) matritsalar yaqinlashishi o°rinli.
Quyidagicha belgilaymiz G, (x)=D%u (x) va G,(x)=D’u(x). G, (x) va G,(x) hagigiy sim-

metrik matritsalardir. Ulaming xos giymatlarini bir xil tartibda, masalan, o‘sish tartibida joylashtiramiz:

A (x) < A (x) <+ < AP (),



A(x) £ 4, (x) - < 2,().
Simmetrik matritsalar xos giymatlari matritsa elementlariga uzluksiz bog‘liq va Veyl tengsizligiga
(q. [5]) ko‘ra,

max|4(x) - 4,(x)| <G, (x)- G, () ||
Shuning uchun 4’ (x) > A,(x), i =1,...,n. Har bir u, € (4)m—cv(D) bo‘lganligi sababli, ta’-
rifga ko‘ra, barcha 1<r, <---<r, <n indekslar uchun lrfj)(x) 4ot ﬂrfnj)(x) >0 tengsizlik bajariladi.
J — oo dalimitga o*tsak, 4, (x)+---+ 4 (x)=0 hosil bo‘ladi.
Endi ikkinchi shartni tekshiramiz. Har bir j uchun H, (l(j)(x)) >0 bo‘ladi, bu yerda

AV(x) = (A7 (x),..., A ().
H, . -clementar simmetrik ko‘phad bo‘lganligi sababli, A,...,4, o‘zgaruvchilarga nisbatan
uzluksizdir. Demak,

H, () =lmH, ., (A7 (x) =0,
Joo

Shunday qilib, (Dzu(x)) matritsaning xos giymatlari A(x) = (/11()6), v A (x)) (A)m -qavariglik

ta’rifidagi ikkala shartni ham ganoatlantiradi. x € D ixtiyoriy tanlangan edi. Demak, u € (4)m —cv(D).

Teorema isbotlandi.
(A)m -qavariq funksiyalarning geometrik xossasi.

5-ta’rif (O ‘xshashlik almashtirishi). R" fazoda o ‘xshashlik almashtirishi deb, ®(x)=cOx+b
ko ‘rinishidagi almashtirishga aytiladi, bu yerda O € O(n) — ortogonal matritsa, ¢ >0 — masshtab koef-
fitsiyenti, b e R" — siljitish vektori.

5-teorema (O xshashlik almashtirishlariga nisbatan invariantlik) Faraz gilaylik, D c R" soha va
ue(Aym—cv(D) bo'lsin. U holda ixtiyoriy o ‘xshashlik almashtirishi ®(x)=cOx+b uchun

v(x) = u(®(x)) funksiya ® ' (D) sohada (A)m -gavariq bo ‘ladi.
Isbot. u € (A)m —cv(D) berilgan, ya'ni, u € C*(D) va uning Gessian matritsasi G, () ning xos
giymatlari 4 (y)<---< A (y) harbir y € D uchun quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:
A, WM+...+4, (1) =0, I<j <...<j, <n,
H™™ (A4 (3),... 4,(0)) 2 0.
v(x) = u(cOx + b) ning Gessian matritsasi zanjir qoidasiga ko‘ra, quyidagicha hisoblanadi: (q. [7])
G,(x)=c*0"G,(cOx +b)O.

O ortogonal bo‘lgani uchun O'G,O matritsa G, ga o‘xshash va ularning xos qiymatlari bir xil.
¢® >0 ga ko'paytirish esa barcha xos giymatlarni ¢ marta o°zgartiradi. Shunday qilib, G, (x) ning xos
qiymatlari z£(x)=c¢*A(cOx+b),i =1,...,n vaular o'sish tartibida joylashgan.

Endi v funksiya uchun (A)m -qavariqglik shartlarini tekshiramiz.

Birinchi shart

p, () 4. g1, (1) =7 (A, (cOx+b)+...+ 4, (cOx+b)) 20,

chunki # uchun gavs ichidagi ifoda nomanfiy.
Ikkinchi shart

H"™ " (14, (0),..., 1,(x)) = H" " (P 2, (cOx +b),...,¢" A, (cOx + b)) =
= () H (A, (cOx+b),..., A, (cOx+b)) >0,








