


matritsa iziga asoslangan skalyar yadro va matritsa qiymatli original o‘rtasidagi munosabatni o‘rganishga
olib keladi [1;6-b.].

Kompleks dinamikada multiplikatori birga teng bo‘lgan bir o‘zgaruvchili akslantirishning iteratsi-
yalari Fatu koordinatasi yordamida siljish dinamikasiga keltiriladi. Agar f(0) = 0 va f'(0) = 1 bo‘lsa, te-
gishli tortuvchi sohada golomorf ¢ funksiya

P(f(2) = ¢(2) +1 (D
Abel funksional tenglamasini ganoatlantiradi. Mazkur tenglama iteratsion jarayonni { = { + 1 parallel
ko‘chirishga aylantiradi. Ushbu g‘oya matritsa argumentli akslantirishga o‘tkazilganda skalyar birlik o*rni-
ni I® birlik matritsa egallaydi.

Ushbu ishda S5 kompleks simmetrik 2 X 2 matritsalar fazosidagi quyidagi

F(Z2)=27-27? 2)
akslantirishni qaraymiz. Magsad W = Z~! koordinatada qoldigni bartaraf etuvchi normal yaginlashuvchi
qatorni qurish, undan matritsaviy Abel tenglamasining golomorf yechimini olish va qoldigning simmetrik
matritsaviy Laplas tasviri mavjud bo‘lganda, shu yechimni integral shaklda yozishdan iborat.

Mavzuga oid adabiyotlarning tahlili. C.S.Herz matritsa argumentli Bessel funksiyalarini [2],
R .M Joshi va J. M.C .Joshi umumlashgan Laplas almashtirishlarini [3], A.M.Mathai va G.Pederzoli matrit-
saviy Laplas almashtirishlari va Uitteker funksiyalarini o‘rgangan [5]. So‘nggi tadqiqot ishlarida simmetrik
matritsaviy Laplas almashtirishining xossalari, o‘rama va Dyumel formulalari analoglari olingan [1, 4].
Leau va Fatu parabolik dinamika asoslarini yaratgan [7-9], J.Ekal va S.M.Voronin sektorial Fatu koordi-
natalari va analitik tasnifni rivojlantirgan [10,11]. M.Hakim chizigli qismi birlik operatorli ko‘p olchovli
akslantirishlarni [12], M.Abate rezidual indeks orqali parabolik egri chiziglar mavjudligini [14], F.Brakki
va L.Molino kvaziparabolik dinamikani o‘rgangan [15]. A.Dudko va D.Sauzin formal Fatu koordinatalari-
ning analitik davom ettirilishi va Borel-Laplas vig‘indilanishini asoslagan [13]. Ushbu ishda esa qoldigni
ifodalash uchun simmetrik matritsaviy Laplas tasviridan foydalaniladi.

Simmetrik matritsalar va Laplas almashtirishi. Haqiqiy va kompleks simmetrik matritsalar fa-
zolarini mos ravishda S,,, = {4 € R™": AT = A} va S, = {Z € C"™™: ZT = 7} orqali belgilaymiz. S;,
yozuvidagi yulduzcha qo‘shma transponirlash amalini emas, kompleks simmetrik matritsalar sinfining bel-
gisini bildiradi. Magola davomida Sp(-) = tr() belgisi matritsaning izini, ya'ni asosiy diagonaldagi ele-
mentlar yig‘indisi anglatadi [6].

Har bir ¢, j uchun

1, i=j,
nij = {% i 3)
deb olamiz va kompleks parametmi Z = (771' iZi j) ko‘rinishda yozamiz. 4 = (al- j) € S, bo‘lsa, u holda
Sp(ZAT) = Zﬁ':ﬂ']i i ZijQij = YasisjsmZij @ij- Bunday shalkdan foydalanish diagonaldan tashqari ele-
mentlaming matritsa izi Sp (Z AT) yoyilmasida ikki marta hisoblanishini bartaraf etadi.
Misol uchun, m = 2 bo‘lganda
Z11 Zy2/2 11 412

£= <Z12/2 Z3; )' A= (‘112 ‘122)

va
Sp(ZA") = Sp(ZA) = zy1a41 + 212045 + 2320,

tengliklar o‘rinli. Integrallash sohasi sifatida

St={A€S:a,;>0, a;; >0, a,, >0}
olinadi. Bu yerda A > 0 qgisqa yozuvi uchta mustaqil elementning musbatligini anglatadi. Boshgacha ayt-
ganda, bu yerda A ning musbat aniqlanganligi nazarda tutilmayapti. S§ da dA = da,, da,, day, ol-
chovdan foydalanamiz.

1-ta’rif. ¢: S, —» ST lokal integrallanuvchi matritsa-funksiya bo‘Isin. Uning simmetrik matritsaviy
Laplas almashtirishi quyidagi

L@} = 9(2) := [y €PN p(4) dA @)
formula bilan aniglanadi. Yadro skalyar bo‘lganligi sababli, uning ¢ (A)ga nisbatan yozilish tartibi natijani
o‘zgartirmaydi.

1-lemma. Biror X, = (nijxi(;-))) €S, vaM = MT > 0 uchun |@(A4)| < MeSPXoA), A € S baho

bajarilsin. U holda ¢ funksiya
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. 0 0 0
D= {Z = (nl-jzl-j) € 55:Rezyq > xil), Rez; > xiz), Rezy, > xéz)}
sohada mavjud va golomorfdir. Buyerda | - | modul matritsa elementlarining modulidan tuzilgan matritsani
bildiradi va tagqoslash munosabati mos matritsa elementalar bo‘yicha qaraladi.

Isbot. X = (7;jRez;;) deb olsak, u holda [e ~SPZA) p(4)| < Me=SP((X=Xo0)A)

Shu sabab
M

Rez 4 — xﬁ)) (Re212 - xig)) (Rezzz - xég))
Har bir K @ D kompakt uchun o°ng tomonni hosil gilgan majoranta Z ga bog‘liq bo‘lmagan integrallanuv-
chi funksiya bilan chegaralanadi. Integral ostida z,4, z1, va z, bo‘yicha differensiallashda fagat, mos ra-
vishda, —a1, —a4, va —a,, ko*paytuvchilar paydo bo‘ladi. Ular ham biroz kichikroq varim tekislikda shu
usul bilan majorantlanadi. Parametrga bog‘liq integrallar uchun golomorflik teoremasidan [16], ¢ € O(D)
ckanligi kelib chigadi.

1-izoh. D sohadagi shartlar koordinatalar bo‘yicha qo‘yilgan. Ularni keyin ishlatiladigan RelV >
RI® operator tengsizligi bilan almashtirmasligimiz kerak. Chunki musbat aniglangan ReW matritsaning
diagonaldan tashqari elementi manfiy bo‘lishi mumkin. Shuning uchun Laplas almashtirish integralining
aniglanish sohasi va dinamik yarim tekislikning kesishmasi alohida ko‘rsatiladi.

Kvadratik matritsaviy dinamika. S; fazoda F(Z) = Z — Z? akslantirishni qaraymiz. Z yuqori-
dagi normallashgan koordinatalarda berilsa,

2 _ 1.2 1
Z11 211 T 7%12 71212 = 212(211 + 222)]

6(2)] <
(

FZ)=1,

1
71212 = 212(211 + Z32)] Zyy — 255 — 12122
Demak, F(S5) € S5 va F(0) = 0, bunda O nol matritsadir.
2-lemma. F akslantirishning Z € S5 nuqtadagi Frechet differensiali
DF(Z)[H]|=H—-ZH—-HZ, HES;
formula bilan beriladi. Xususan, DF(0) = Idg;.
Isbot. H € S5 uchun
F(Z+H)—F(Z)=H—-ZH—-HZ — H>
Bunda H » H — ZH — HZ uzluksiz kompleks-chizigli operator, qoldiq esa R;(H) = —H?. Operator nor-
masining ko‘paytmaga nisbatan baholash xossasidan
Il R(H) I,
A 1,
kelib chigadi. Bu aynan Frechet differensial ta’rifidagi qoldiq shartidir. Z = O qo‘yilsa, DF(O)[H] = H
bo‘ladi.
2-izoh. DF(0) = 1dg; uch o°Ichovli kompleks fazodagi birlik operatordir. @ bazisida uning matrit-

<IHIl,-0, H-0,

sasi I(® ga teng. Abel tenglamasida qatnashuvchi

1® = ((1) (1’) €53
esa siljishni ifodalovchi fazo elementi bo°lib, 9'1(1 (2)) = (1,0,1). Shu sababli, I® operator matritsasi bi-
lan 1@ siljish matritsasi bir xil obyekt emas.

Shuningdek, F(0) = O bo‘lgani uchun O matritsa F(Z) = Z — Z? akslantirishning qo‘zg‘almas
nuqtasidir. Biroq S; kompleks simmetrik matritsalar fazosida F(Z) = Z tenglama Z2 = O shartga teng
kuchli bo‘lib, bu shartni ganoatlantiruvchi noldan fargli kompleks simmetrik matritsalar mavjud. Shu bois
0 ushbu fazoda yakkalangan qo‘zg‘almas nuqta emas. Bu esa bir o*zgaruvchili holdagi f (z) = z — z? aks-
lantirish uchun 0 nuqta yakkalangan qo‘zg‘almas nuqta bo‘lishi, matritsaviy analog olganda, farqli bo‘li-
shini bildiradi.

Masalan,

v=(; L)#o v=o
shuning uchun har bir ¢ € C uchun F(tU) = tU. Demak, klassik Leau-Fatu teoremasini O ga yakkalangan
parabolik nuqta haqidagi natija sifatida bevosita tatbiq qilib bo‘lmaydi. Quyidagi natijalar singular matritsa-
larni chigarib tashlaydigan maxsus invariant tortuvchi sohada bajariladi.
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Teskarilanuvchi Z matritsalar uchun W = Z~1 almashtirish kiritamiz. F(Z) = Z(I, — Z) bo‘lgan-
ligi va bu ikki ko‘paytuvchi o‘zaro kommutativligi sabab
F(Z) ' =(1®-2)""z7 = w2(w —1@)7",
Shu tariga W koordinatadagi akslantirish
GW) :=W2(W —ID) " =W + 1@ 4+ (W — 1)
ko‘rinishga ega. Agar
W= < W11 W12/2>,

1
Dy=w;—Dwy,, —1 ——Wz,
otz w= (i = Dwy = 1) = gwh

bo‘lsa, u holda

R
W) = 1 er/ W1I:/_ 1
E<le—m> Wy, +1 + Dyy
W* =W deb belgilab. *
RelW = u Hp={W € S3:ReW >RI®P},  R>1,

matritsaviy o°‘ng varim tekislikni aniglaymiz. Bu yerdagi tengsizlik Ermit matritsalarning musbat aniqlan-
ganlik tartibida tushuniladi.
3-lemma. Hy soha G ga nisbatan oldinga invariant. Wy, = W € Hy vaW,, = G™"(W) bo‘lsa,
ReW, > ReW + nI® > (R +n)I®, % > 1. (5)
Mos ravishda Z = W1 va Z,, = F*(Z) = W,; ! uchun
Z, > 0, nZ, - 13, (6)
Isbot. W = A uchun Red > (R — 1)I® > 0. Shuning uchun A teskarilanuvchi va
Re(A™1) = (4") 1 (Red)A™1 > 0.
Natijada
ReG(W) = ReW + 1@ + Re(W — 1) ™" > ReW +I®,
Induksiya birinchi tengsizlikni beradi. Bundan tashqari,
W, — 1) g ——
1"(" ) R+n—1 )
Wiir = W + 13 + (W, — D) tenglikni yig‘ib, ushbu W, = W + nI/® + ¥225(W; — 1) muno-
sabatni olamiz. Oxirgi yig“indining normasi O (logn) dan oshmaydi, shu sabab % - 13?),
Teskari matritsa amalining uzluksizligidan nW, ' - 1® va W' —> 0 kelib chigadi.
m Abel tenglamasidagi qoldiq funksiya. W € Hp bo‘lsa, W ning spektri ochiq o'ng yarim tekislikda
yotadi. Shu sabab manfiy haqiqiy yarim o‘q bo‘yicha kesilgan tekislikda aniglangan bosh tarmoq orgali
LogW bosh matritsaviy logarifmi mavjud va W ga golomorf bog‘liq. Taqribiy koordinatani

(W) = W — LogW (7
deb olamiz.
4-lemma. @, ning matritsaviy Abel tenglamasidagi qoldiq funksiyasi
AW) 1= do(CW)) — (W) — 1P (®)
quyidagi ko‘rinishga ega:
aW)y = (W —1®)"" - Log(w(w - 1<2))"1). (9)
Agara(W) = A (ReW) > 1 bolsa, W ga bog‘liq bo‘lmagan € > 0 son uchun
c
I A(W) ||2Sm (10)

baholash o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. G(W) = W2(W — @)™ W va W(W — I®)™" bitta W matritsaning golomorf funksi-
yalari bo‘lgani uchun o°zaro kommutativ. Bundan tashqari, quyidagi munosabat o°rinli: W(W -1 (2)) =
1?4 (W —1@)7",

Frullani formulasining matritsaviy funksional hisobdagi ko‘rinishidan [17], 4 funksiya uchun ushbu
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o et—1
A(W)=f e‘tW<et— , >dt
0

tenglik orinli bo‘ladi. Qavs ichidagi funksiya t - 0 da t/2 + O(t?) ga teng va barcha ¢t > 0 lar uchun
uning moduli Cte? bilan chegaralanadi. || e™® ||, < e-aW)t tengsizlikdan

1A40W) = ¢ [ eem(e=r g =

0 (a(W) —1)2
kelib chigadi. u
Matritsaviy Fatu koordinatasining qurilishi. Qoldigni bartaraf etuvchi funksiyani
HW) =350 4 (6™ W), W € Hj, (11)

qator orqali aniglaymiz.
S-lemma. Yugqoridagi qator Hz ning har bir kompakt qismida tekis yaqinlashadi. H funksiya Hp
da golomorf va
H(GW)) =HW) —4(W)
tenglikni qanoatlantiradi.
Isbot. W,, = G™(W) deb olamiz. 3-lemmadan a(W,) > a(W) + n munosabat o‘rinli. 4-lem-

c
madan esa | A(W,) II,< @) +n-1)?

Har bir K € Hg uchun infyca(W) > R bolganligi sabab, o°‘ng tomondagi yaqinlashuvchi sonli
qator K da yagona majoranta vazifasini bajaradi. Veyershtrass alomati gqatorning normal yagqinlashishini,
golomorf funksiyalar gatorlari haqidagi teorema esa H ning golomorfligini beradi [16]. Qator umumiy
hadini bittaga siljitish orqali H (G (W)) =>4 (G n+l (W)) = HW) — A(W) tenglik olinadi. m

1-teorema. R > 1 bo‘lsin. U holda

tengsizlik kelib chiqadi.

(W) =W —LogW + 3o 4 (G*(W)), W € Hy, (12)
formula bilan aniqlangan @: Hp — S5 funksiya golomorf bo‘lib,
o(GW)) =o(W) +1@ (13)

matritsaviy Abel tenglamasini qanoatlantiradi.
Isbot. Abel tenglamasining yechimini ¢ = &, + H ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda ¢, Abel funk-
sional tenglamasining qoldiq funksiyasi bo‘lib, quyidagicha aniglanadi:
Do(GW)) = Po(W) + 1@ + A(W) (14)
5-lemmaga ko‘ra,
H(GW)) = HW) — A(W). (15)
(14) va (15) tengliklar qo‘shilsa,
Do(GW)) + H(GW)) = do(W) + 1D + AW) + HW) — A(W)
d(GW)) = doe(W) + 1@ + HW)
o(GW)) =o(W) 413
hosil bo‘ladi. =
Endi ushbu P; = {Z € S; N GL,(C): Z~! € Hy} to‘plamni qaraymiz. Bu yerda GL,(C) ={Z €
C2*2:detZ # 0} to*plam 2 X 2 teskarilanuvchi kompleks matritsalar to‘plami. 3 qavariq soha, Z ~ Z~1
teskari matritsaga o‘tish akslantirishi esa GL,(C) da bigolomorf bo‘lganligi sababli, P ochiq va bog‘lamli
to‘plam bo°lib, soha tashkil qiladi. t/(?) € P tenglik 0 < t < R™! uchun bajariladi. Demak, P bo‘sh
emas va 0 uning chegarasiga tegishli.
6-lemma. ¥ (Z) = ¢(Z~1) funksiya Pg da golomorf bo‘lib,
Y(FD)=¥2)+1®
tenglikni qanoatlantiradi. Bundan tashqari, F (Pgr) € Py va har bir Z € Py uchun F*(Z) - 0.
Isbot. F(Z)™! = G(Z™1Y) va G(H3) © H}3 bo‘lganligi sabab F(Z) € Px.
I-teoremaga ko‘ra,
Y(F2)=oF@D) ™ H=0(6Z™H)) =@ H+IPD=¥2)+1®.
Yagqinlashishi F*(Z) = G*(Z71)~! - 0 munosabatdan kelib chiqadi. m
Shu ma’noda Py, to‘la rangli invariant tortuvchi soha, ¥ ¢sa matritsaviy Abel tenglamasining go-
lomorf yechimi sifatidagi Fatu koordinatasidir.
2-teorema. ReW > I(®) bo‘lsin. U holda

59



AWy =W —1®)7" — Log(w(w — 1))
goldiq funksiya quyidagi Laplas tlpldagl integral tasvirga ega:
_ -t
AW) = f e~tW=1?) (4 < ! te > dt.

0
Mazkur integral absolut yaginlashadi va A(W) funksiya ReW > I sohada golomorfdir.

Isbot. X = W — I® deb olamiz. ReW > I(® bo‘lganligi uchun ReX > 0. Shuning uchun
xr = [T
0

Bundan tashgqari, s € [0,1] uchun X + sI(? teskari matritsaga ega va matritsaviy logarifmning
integral formulasiga ko‘ra,

1
Log(I® +x~1) = f (X +sI@) " ds.
0

Re(X +sI®) = 0 bo‘lganligi sababli, (X +sI®)™" = [ e t(X+sI®) gp = [* o=tX st g
Integrallash tartibini almashtirib,

Log(19+x1) = [ et
0

Endi /@ + X 1=WW —D"'vaX = W — I® ckanini hisobga olsak,
o _ p—t
AW) = f e~t(w-1®) <1 1 te > dt.

0
Re (W —1 (2)) > 0 bo‘lgani uchun matritsaviy eksponenta eksponensial ravishda kamayadi. Shu sababli in-

tegral absolut yaqinlashadi. Integral ostidagi funksiya W bo‘yicha golomorf va integral kompakt gism
to*plamlarda tekis yaginlashganligi sababli A(W) ham ReW > I(? sohada golomorfdir. m

3-teorema. R > 1 bo‘lsin va Hj = {W € S3:ReW > RI®} soha G akslantirishga nisbatan ol-
dinga invariant bo‘lsin, ya’ni G (Hy) € Hy. U holda

[o0] . i 1 B »
e(W) =W — LogW + 2 f e —t(EmwW)-1?) <1 _ te > dt
n=0 0

gator H3 sohaning har bir kompakt gism to‘[_)lamida tekis yaginlashadi va @ golomorf funksiya bo‘ladi.
Bundan tashqari,

1—e7t

dt.

o(GW)) =d(W) + 1@
Abel funksional tenglamasi bajariladi.
Isbot. H} sohaning G akslantirishga nisbatan oldinga invariantligi va ReG(W) > ReW + I(?
munosabatdan induksiya bo‘yicha
ReG™*(W) > ReW + nI@
kelib chiqadi. (W) = A,in(ReW) deb olsak, 3-tecoremadagi integral tasvirdan va (10) baholash muno-
sabatidan

I A(G™(W)) lI< 2@y T = 1)
tengsizlik hosil bo‘ladi. Shu sababli Y,;_ 4 (G n(W)) gator Hy ning har bir kompakt gismida tekis yaqin-
lashadi. Har bir 4 (G n(W)) golomorf bo‘lgani uchun Veyershtrass teoremasiga ko‘ra qator yig‘indisi ham
golomorfdir [6]. W — LogW Hjy da golomorf bo‘lganidan & (W) ham golomorf bo‘ladi.
Endi A(W) ning ta’rifi va G(W) = W + [P + (W — 1(2))_1 tenglikdan

G(W) —LogG(W) = W — LogW + I + A(W)
kelib chigadi. Bundan tashqarl

EA(G"“(W)) EA(GT‘(W)) AW).

Ushbu tengliklarni ¢ (G (W)) 1foda51ga qo‘ysak,
o(GW)) =d(W) + 1@
hosil bo‘ladi. Demak, @ Abel funksional tenglamasini ganoatlantiradi. m
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