


JIOKAJIBHBIE CBOVICTBA A(z)-AHAJIUTHUYECKUX ®YHKIIUI
Annomauus. Mvi paccmampueaem A(Z) — aHanumu4eckue QyHKYuu 8 ciyuae, xo2od A(Z) an-

muananumuyeckas QyHxyus. B xauecmee 0CHOGHBIX pe3yIbmMamos 66e0eH0 NOHIMILE JTOKATLHOU A(Z) -

ananumusecxoti yniyuu, a maxice peutenue saoauu annpoxcuvayuu A(2) — ananumuvecrux gynxyui
CMENeHHbIMU PAOAMU, COCMAGIEHHBIMU U3 CYMM MHO2OYIEHO8, NOJYHEHO C UCNOIb30GAHUCM MEOpeMbl
Pynee ona A(Z) — QHANUMUYE CKUX PYHKYUTL.

Knrueeswie crosa: A(Z ) — QHAAUMUYECKAS (DYHKYUSL, A(Z ) —anemuuckama; pso Tetinopa u Jlopa-

Ha Ons A(Z)_CIHCIJZMWIMLI€CKMX QyuKYUT, aANNPOKCUMAYU A(Z)_CIHCIJZMWIMLI€CKMX Qyuryuii ¢ no-

MOUBIO PO08.
LOCAL PROPERTIES OF A(z)-ANALYTIC FUNCTIONS

Annotation. We consider A(Z) — analytic functions in case when A(Z) is antianalytic function.
As the main results, the concept of a local A(Z ) — analytic function is introduced, and the solution to the
problem of approximating A(Z ) — analytic functions by power series composed of sums of polynomials is
obtained using Runge’s theorem for A(Z ) — analytic functions.

Keywords: A(Z ) —analytic function; A(Z ) — lemniscate; Taylor and Laurent series for A(Z ) -
analytic functions; approximation of A(Z ) — analytic functions by means of series.

1. Kirish. 1.1. A(z)-analitik funksiyalar to‘g‘risida dastlabki tushunchalar. Kvazikonform aks-
lantirishlar nazariyasi bilan bog‘liq bo‘lgan ushbu

L -aZ m

Beltrami tenglamasining yechimini garaylik. Bu yerda A(Z ) funksiya o‘Ichovli va qaralayotgan 1D < J
sohaning deyarli barcha nuqtalarida |A(Z)| < ¢ shartni ganoatlantiradi, bu yerda ¢ <1. Adabiyotlarda
(1) tenglamaning yechimi A(z)-analitik funksiya deb ataladi.

Aytaylik, 4(z) antianalitik funksiya va Yz € D uchun | 4(z)| < ¢ <1 o‘rinli bo‘Isin. Shunday gi-
lib, antianalitik funksiyalar cheksiz silliq bolganligidan O, (D)< C* (D) ekanligi kelib chigadi [2].

1-teorema (Koshi teoremasining analogi, [3]). Faraz gilaylik, D C J soha bo ‘lakli silliq chega-
radan iborat bo ‘Isin. Agar f € OA (D) | C(E) bo ‘Isa, u holda

[ f(z)(dz+ A(z)dz)=0

bo ‘ladi.
A(z) — analitik funksiyalarni o‘rganishda, 4(Z) — antianalitik funksiya bo‘lishida Koshi yadrosi
katta ahamiyatga ega:

1 1
K(z,l)= S — 2
(Z C) 27”2—éj+ J. A(r)dr @)
7(z.8)

bu yerda y (Z,C; ) — ¢, z € D nugtalami tutashtiruvchi egri chiziq yoki { nuqtadan z nuqtaga boruv-
chi ixtiyoriy yo'Ini ¥ (z,¢) bilan belgilaymiz. Shunday gilib, DD soha bir bog‘lamliva A(z) — golomorf
funksiya bolsa, u holda /(z) = J' A(T)dT integrallash yo‘liga bog-liq bo‘lmaydi, u dastlabki holat

7($.2)
I'(z)= A(z) bilan to‘g'ri keladi [3].



Agar D C J soha bo‘lsa, u holda quyidagi teorema o‘rinli:
2-teorema [5]. K (Z,é' ) yadro z = ¢ dan tashqari boshqa nuqtalarda A(Z ) — analitik funksiya

bo‘ladi,ya'ni K € O 4 (D \ & ) Shuningdek, K (Z,é' ) uchun z = £ nugta birinchi tartibli qutb nugta
bo ladi.

1-tasdiq [S]. Agar D soha qavarig bo‘lmasa, faqaigina bir boglamli bo‘lsa, u holda
l//(Z ,& ) =z-C+ J. A(T )d T funksiya ham DD sohada bir qiymatli aniglanadi, ammo u boshqa

7(z.$)

yakkalangan nollarga & (//(Z,Cj) #0, zeP= {C;, 41,42,43,...} ega bo'lishi mumkin. Birog
e, (D), (//(Z,Cj) #0, z¢ P dava K(Z,é’) yadro D\ P da oddiy quib P to'plamning
nugtalarida A(Z ) — analitik funksiya bo ‘ladi.

Aytaylik, D C J qavariq soha bo‘lsin. W(Z,f) =z-&+ J. Z(T)dl’ S OA (D) funksiya

7(é.2)

ichki akslantirishni amalga oshiradi. Xususan, L(Cl,l”) = {Z el |W (Cl, z )| < 7’} to‘plam /) da ochiq
to‘plamni ifodalaydi. Yetarlicha kichik 7 > 0 uchun bu to‘plam /) da kompakt yotadi va nuqtani oz
ichi-ga oladi. Bu to‘plamni markazi a bo‘lgan A(z)-lemniskata deyiladi va L(a,r) ko‘rinishda

belgilanadi [5].
3-teorema (Koshi formulasining analogi, [4]). Faraz gilaylik, 1D < J — gavarig soha va

G < D — 0G chegarasi bo ‘lakli silliq soha bo ‘Isin. U holda ixtiyoriy f eO g (D) | C (5) Sfunksiya
uchun quyidagi formula o ‘rinli

S = [K(2.8)f (&)(dE+ A(£)dE), zeG. (3)

1.2. A(z)-analitik funksiyalar uchun Teylor va Loran qatorlari. Aytaylik, /) — J bo‘lsin. Av-
valo, A(Z ) — analitik funksiyalar uchun Teylor qatori quyidagi ifodalanadi:

S e (za)aeD, @)
=0

buyerda C; = const.

Qatorning vaginlashish sohasi L(Cl, I”) = {|W (Z ,a)| < 7’} lemniskata bilan belgilasak, bu yerda
yagqinlashish radiusi Koshi-Adamar formulasi yordamida aniglanadi:
I —
—=1limy ‘c . ‘
rooioe
Ushbu gator uchun quyidagi teorema o°rinli:

4-teorema [S]. Agar f(Z) EOA (L(a, 7’))| C(Z(d,l”)) bo‘lsa, unda f(Z)funksiyani

L(a, I”) da Teylor gatori sifatida (4) ko ‘rinishida yoyish mumkin. Bu yerda koeffitsiyentlar quyidagicha
topiladi:

| f(¢)
271 o[ (£.0)]

S-teorema (Loran teoremasining analogi, [3]). f(Z2) funksiya {L(a,R)\L(a, I”)} halgada

= ar(dE+ A(E)dE),0< p<rk=012....

A(Z) — analitik bo ‘Isa, u holda ushbu funksiya ushbu halgada quyidagicha Loran gatoriga yoyiladi:
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@)=Y et za).

k=—o0
bu yerda C, — Teylor-Loran qatorining koeffitsiyentlari bo ‘lib, quyida formula orqali aniglanadi:
! /() - .
a=7— | o (de+ A(E)dE).r<p<Rkey.
Tl oriam| w(&.a)]

Shuningdek, (4) qator halganing ichida tekis yaqinlashadi.
Koshi tengsizligi [S]. Teylor-Loran qatori koeffitsiyentlari uchun quyidagi tengsiziiklar bajariladi:

max {| f(z)|}

|ck|£zeaL(“’p) - < p<Rkey
o,
bu munosabat oddiy usulda B
j d& + A(¢)dE|=2mp

aL(a.p)
ifoda orqali kelib chigadi.
2. Asosiy natijalar. 2.1. A(z)-analitik funksiyalarning lokal xossalari. Aytaylik, D C J qavariq
va [.(a,r) cc D kompakt to‘plam berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar f(Z) € OA (D) funksiya har bir a € D nuqta uchun

chw” (z,a)
n=0

qator mavjud bo ‘Isa, u holda f (Z) funksiva DD sohada lokal A(Z) — analitik funksiya deyiladi va bu
funksiya qatorga yoyiladi:

f(2)= icnw” (z,a).

Quyidagi ichma-ich joylashgan kompakt to‘plamlar oilasini qaraymiz:

{Gn} = {L(a,%)} cc L(a,r),

bu yerda M€ [, Shuningdek, chegaraviy to‘plamni 8Gn =1 kabi  belgilaymiz.

f (Z ) eO ) (L(Cl, 7’)) | C (Z (Cl, 7’)) funksiya uchun quyidagi Koshining integral formulasini qaray-
miz:

F@= [ F(Q)K(2.5)(dS + A(¢)dE), (5)

n+l

bu yerda Z € C_;n I

n+l

bo‘vicha (5) integraldan kelib chiqadiki, bu integral voyilgan alohida to‘g‘rila-
nuvchi yopiq Jordan egri chiziglaridan olingan integrallaming yig‘indisidan iborat. Agar Z € C_;n bo‘lsa, u

holda bu nuqta Gn .1 komponentali bitta to*plamning ichida joylashadi, uning chegarasini ) ' bilan belgi-
laymiz. U holda bu egri chiziq bo‘yicha olingan Koshi tipidagi integral (5) kabi ifodalanadi:

J=[1(Q)K(z.4)(ds +A(¢)dE),

golgan Gn .1 komponentali sohalarning chegarasi bo"yicha olingan integrallar Koshi teoremasidan (3-teo-
rema) nolga teng bo‘ladi.



Ixtiyoriy € > 0 son olinganda (5) integral uchun shunday integrallar yigindisini topish mumkinli-
gini ko‘rsatamizki,
S(n+1) (Z) _ S(n+1) (Z,E),
shart bajariladi, Gn to‘plamning Z barcha nuqtalarida quyidagi tengsizlik bajariladi:
| f(2)-S")(z,6) <& (6)

Endi oxirgi tengsizlikni yanada o°rinli bolishi ko‘rsatish magsadida V& >0 son uchun 38 (8) >0

tanlaymiz, V¢ ',Cj ‘el 441 uchun
£-c<s()

shartni ganoatlantiruvchi nuqtalar juftligida quyidagi munosabat o°rinli bo‘ladi:

(&)-7(¢)

Yuqoridagilardan ko‘rinadiki, f(z) funksiya /'

<g.

da uzluksiz. Keyin [’ 41 cgrl chizigni kichik &,

n+l

yoylarga bo‘lamiz, bunda &, yoyning boshlang’ich va tugash nugtasi, mos ravishda, 5};(;”1) va 5};‘(%1)

iborat bo‘lib (k = 1,2,...,720 (8' )), O, yoyning uzunligi bo‘lgan /11{ uchun quyidagi shart bajariladi:
A, < min{é(é),é}.

O, yoyning chekli nuqtasi 0, yoyning boshlang‘ich nuqtasi bo°ladi; lekin k uchun bu shart buziladi,

yani unda &, va O,,, yoylar I’ 41 Nl tuzadigan turli chiziglarda yotadi (umuman olganda, I’ app T

bog ligsiz to*plamligini unutmaylik). Nihoyat, S (m )(Z ) integral yig‘indini quyidagicha yoyning bo‘lak-

lanishida tuzamiz:

no(g') ()
1 S<,
£ /()

7 Ry

U vaqtda ‘ f (Z) -8 (n+1)(Z )‘ ayirma moduli uchun quyidagi ifodani olamiz:

no(g') '(n+])
! f gk "(nt+l '(n+l
27 ; l//(g’gl;(nﬂz)l//(gk( )’gk( )) =

S(n+1)(Z) )W(C]Z(ml)’é,];(ml))

(@ =8"2@)|=| [ £(©)K(24)(d¢ +A(¢)d) -

()
=12 (S (©OK () -1 (6 )K (2.6.77))(dg + 4(¢)dd ) =

k=1 g,

o) Vg d)
) B "(n+1) ‘)Y \PE P
|2 [KE @@ e

Keyin faraz qilamiz, max| f (Z)| = M, bo‘lsin va har bir Gn va [’ ,, orasidagi masofani p_,, >0
zel'y

(d¢ + A(¢)dE )|

orqali belgilaymiz, barcha z € C_;n lar uchun quyidagi munosabat bajariladi:

) _
F@-s@|< Y ()~ (G))K (20)|de + a(6)dl ]+

=1 o,
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no(&") ‘W C'(n+1) C ‘
, k +M
‘ ¢+ A(¢ dg\<— Z 4 Lo T
(n+1)
n=1 o ‘ (C ) ‘ IOn+1

. wle)

Nihoyat, Z A, =A, ., belgilaymiz, bunda A, barcha [’ | egri chiziglar uzunliklaridan iborat yig‘indi
n=1

va bundan quyidagini olamiz:

|/ (2) =5 (2)] < = p"“ (Pun +M,,).

n+

Ma’lumki, & olinganda uning yetarlicha kichik qiymati berilgan ixtiyoriy £ > 0 migdordan ham ki-
chik qilib tanlab olinadi.
Faraz qilaylikk, ¢=¢  bo’lib, n—>o da & —>0 bo’lganda, ratsional funksiyalar

St ( Z) — gy ( z, gm) ketma-ketligini olamiz, bunda bu ketma-ketlik har bir yopiq G, to‘plamda
f(z) ga tekis yaginlashadi va shuningdek, D sohaning ichida ham f(z) ga tekis yaqinlashadi.
1-tasdiq. Ixtiyoriy ochiq D to 'plam uchun va ixtiyoriy f(z)eO, ( D) | C ( E) funksiya uchun
shunday ratsional funksiyalar ketma-ketligi R (z)=§ ("H)(z) mavjud bo lib, D ning ichkarisida f(z)
ga tekis yaqinlashadi.
1-lemma. Ayftaylik, . chegaralangan yopiq to plam va { nugta E ning tashqarisida joylashsin.

PE_pz) ko
v (=.0) (2) ko'p

hadning darajasi k dan oshmasin). Agar £ va £ nugtalar E sohaga qo ‘shni bo‘igan FE, sohaga tegishli
)
v (z.6)

19/(’2) ning darajasi 1 dan oshmaydi) shundayki, z € £ uchun | 1%/(’2) — R(Z)| < g bajariladi.

Shuningdek, R(z)—ratsional funksiyava { yagona qutb nuqtasi bo ‘Isin: R(z)=

bo‘lsa, u holda ixtivoriy & >0 uchun ]%/()Z) ratsional funksiya qurishimiz mumkin: ]%/ez) = {

Isbot. Isbotuchun £ sohaichkarisida £ va £ nuqtalarni uzluksiz ;/” egri chiziq orqali tutashtiramiz

va ;/” va [ soha orasidagi masofani p >0 orqali belgilaymiz. ;/” ni diametri £ dan kichik bo‘lgan

2
0,,0,,...,0, yoylarga bo‘lamiz va nuqtalarning bo‘linishini &, =¢,¢,¢,,...,¢,, =& kabi belgilaymiz
va quyidagi ratsional funksiyani qaraymiz:

R(2)=—E) 1_[*/’(441)]"1 RO

l//k(Zaé/) W(Zaé/l) - Wnlk(zagl)
(B(z) ning darajasi k +nk —k =nk dan oshmaydi). z € £ uchun

K

n B
gagl k 2k
|R1(z)—R(z)|:|R(z)|l—[%} “lsm [1] % b | <M

munosabat o°rinli bo‘ladi, bunda A = max| R(z)|,
zel

Yetarlicha katta 7, tanlab, z € L uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:

IR (2)-R(z)| <=
m
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Bu fikmi takrorlab, /1 — qadamda kerakli /902) =R () funksiyani olamiz. m

2.2. A(z)-analitik funksiyalar uchun Runge teoremasi. 6-teorema (Runge teoremasining analogi).
D chekli va qavariq soha, shuningdek, jufi-jufti bilan umumiy nuqta bo ‘Imagan nuqtalardan tashkil
topgan va o0 nuqtani oz ichiga olmaydigan to ‘plam bo ‘Isin. D sohada lokal A(z)—analitik bo ‘Igan har

bir funksiya uchun {Pn (Z)} ko ‘phadlar ketma-ketligini qurishimiz mumkinki, bu ko ‘phad f (Z) funksi-
yaga tekis yaqinlashadi.

Isbot. Isbot uchun har bir Gn komponentali to‘plam olamiz, teoremadagi shartlar, ya'ni gavariq soha
hosil giladi, shunday komponentali to‘plamning chegarasi yopiq Jordan yoylaridan iborat bo‘lgan kamida
bitta to‘plam /) sohaga tegishli bo‘ladi. Bundan Gn L1 hing chegarasi I 41 ing har bir nugtasi, xususan

har bir & ,;(nﬂ) nuqta Jordan yoylarini tutashtiradi, Gn bilan umumiy nuqtasi bo‘lmaydi, aynan f nuqta

bilan ustma-ust tushmaydi, shuningdek, bu nuqta Gn ni 0°z ichiga oladigan /. (a, r, )ning tashqarisida

jovlashadi. Lemmadagi ratsional funksiyani

(n+1) '(n+1) '(n+1) "(n+1) _ (n+1)
LK (280D Yy (S8, k=1,2,..,08™,

1
(n+1)

bo‘lgan: L%O(Z) = %

bo‘lganda, SZO(Z) ratsional funksiyani quramiz, ya'ni yagona qutb £ nugtasi

tatbiq etib, £ =

(}9/(’2) ning darajasi /¥ dan oshmaydi) Gn to‘plamning barcha nuqtalarida

S,(2)=8" ()| <e,
tengsizlikni qanoatlantiradi, shuningdek,
|7()-%=)| < 25,

tengsizlikni ham qanoatlantiradi.

Ammo SZO(Z) funksiya L(a,rn) lemniskatada A(Zz) — analitik bo‘ladi va shuningdek, (7, to*p-
lamda L(a, I”n) kompakt votadi, uni darajali qatorga yoyish mumkin. Yetarlicha uzun kesma olsak,
Pn (Z ) darajali qator barcha z € Gn larda quyidagi tengsizlik bajariladi:

/()= B (2)| <3,
{Pn (z )} ketma-ketlik teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi. m

1-natija. Aytaylik, B chegaralangan mukammal to ‘plam, uning to ‘ldiruvchisi J \ B = E bo ‘Isin,
E to'plam B nisbatan kompleks tekislikka kengaysin, bog ‘lamli, ya ni soha hosil gilsin. U holda ixtiyoriy
f (Z) funksiya B da lokal A(Z ) — analitik va ixtiyoriy € > O uchun shunday Q(Z ) ko ‘phad mavjud

bo'lib, z € B lar uchun quyidagi munosabat o ‘rinli bo ‘ladi:
|/ (2)-0(2)|<e.
Isbot. Har bir @ € B nuqta uchun shunday 1. (a s ,0) lemniskata mavjudki, L (a s ,0) ning tashqa-
risida joylashgan B to‘plamning barcha nuqtalarida f(z) funksiya l//(Z ,a ) ning darajali ko‘rinishidagi

qatorga yoyiladi. B to‘plamning ochiq qoplamasidan f/éa, ,0) = {|l//(Z ,a )| < g} chekli goplamasini

tanlaymiz: £/€Cll, ,0), £/€Clz, p),..., f/éap, ,0). Bu lemniskatalarning birlashmasi B ni o°z ichiga

12



oladigan ochiq B ' to‘plamni tashkil etadi. Agar 2 ta f/éal. , p) va Z/éaj , ,0) lemniskatalar kesishsa, u

pj + p]
holda <—

dan kelib chiqadiki,

w(a.a,) w(a.a,)<max{p,p,} boladi Aytaylik,

max { P pj} = p, bo’lsin. U vaqtda L(al. , ,0) lemniskata ¢ ; nuqtani o‘z ichiga oladi, binobarin, B
to‘plamning nuqtalari cheksiz to‘plam bo‘ladi. l//(Z , al.) va i/ (z,a].) bo‘yicha yoyilgan gatorlar ko‘r-

satilgan to‘plamning nugqtalarida ustma-ust tushadi, shuningdek, f/éal., p) va f/éa I ,0) larning kesi-
. L o N k), k :
shadigan umumiy gismida bu qatorlar bir xil bo‘ladi. Shunday qilib, ch /4 (Z ,a, ), j=12,..,p
k=0

darajali qatorlar f(z) funksiya mos lemniskatalarda ifodalanadi, B " da aniglangan A(z) — analitik
funksiyalar B da f (Z) bilan ustma-ust tushadi. Agar B ' Juft-jufti bilan umumiy nuqtasi bo‘lmaydiga
qavariq sohalaming birlashmasidan iborat bo‘lsa, u holda B ' to‘plamga va f (Z) funksiyalarga yuqo-
ridagi A(Z ) —analitik funksiyalar uchun Runge teoremasini qo‘llash qoldi. B ' sohaning komponentali

to“plamlari orasida ko*p bog‘lamli sohalari bo‘lsin. B ' to‘plamning chegarasi chekli P sondagi kontinum

quvvatli to‘plamdan tuzilgan, £ juft-jufti bilan umumiy nuqtaga ega bo‘Imagan va /¢ sohada joylashgan.
I sohaning ichida C_‘,’ 1> Cj 55 s C_(,/ » larning har bir nuqta tanlanishida C_‘,’ 1> C_(,/ 55 s C_(,/ -l bilan C_(,/ P

nuqtalarning  jordan %, Va5 s Yy yoylari  bilan  tutashtiramiz. U  vaqtda

Bl (}/1| /2% B I 4 p—l):D ochiq to‘plamni ifodalaydi, Bni va umumiy nuqtalarga ega

bo‘lmagan barcha komponentali qavariq sohalarni o°z ichiga oladi. B C /D C D ni qo‘shishni goldira-
miz, shunday qilib Runge teoremasi analogini qo‘llash shartlarida ko‘rsatamiz.
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