





riya va involutsiya kabi xossalardan foydalanish metodologiyasi amaliy misollar bilan yoritilgan. G.P.
Andreyev va P.K Suetinlarning tadgiqotlarida esa funksional tenglamalarning talabalar va o‘quvchilar o‘r-
tasidagi o‘quv-olimpiada masalalaridagi o‘rni hamda ularni soddalashtirish usullari atroflicha o‘rganilgan.

Tahlil va natijalar. Ta’rif. Agar D va E to‘plamlar berilgan bo‘lib, tenglikda noaniq f : D — E

funksiyasi va ushbu funksiyaning argumentlar ustida bajarilgan amallari gatnashgan bo‘lsa, bunday tenglik
funksional tenglama deyiladi.
Lemma. Agar f:R — R funksiya barcha x,y € R uchun f(x+y)= f(x)+ f(y) shartni qa-

noatlantirsa, u holda ixtiyoriy g € ( (ratsional son) uchun: f(q)=c-¢qtenglik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda
¢ = f(1) - o’zgarmas son.

Isboti.  Aytaylik, x=0,y=0 deb olsak, u holda f(0+0)=f(0)+ f(0)=>
f(0)=2f(0)=f(0)=0. Ixtiyoriy # €N sonlari uchun induksiya usulini qo‘llaymiz. # =1 uchun
fMH=c-1 to‘g'ri. Faraz qilaylik, f(m)y=c-n bo‘lsin. U holda
fn+)= f(n)+ f(1)=cn+c=c(n+1). Matematik induksiya prinsipiga ko‘ra, barcha 7 € N uchun
f(n)y=cn o‘rinli. Istalgan me/Z sonlari uchun y=—x deb olsak, u holda

Fe+(=x) = f0)+ F(=x)= £(0)= f(xX)+ f(=x) = f(~x)=—F(x) tenglikni hosil gilamiz. De-

mak, funksiya toq. Shunday qilib, manfiy butun sonlar uchun ham f(—m)=—f(m)=—cm =c(-m),ya’-

m
ni barcha m € 7, uchun f(m) =cm . Shuningdek, istalgan ¢ =— € @, bu yerda m € Z,n € N ratsional
n

m m m m m
sonlari uchun ham ko‘rib chigamiz: ¢-m :f(m):f(n-—j:f[—+—+...+—j :nf(—j Ik-
n n o n n n

m m
kala tomonni 7 ga bo‘lsak: f(—j =c-—= f(g)=cqg M
n n

1-teorema. Agar uzluksiz f : R — R funksiya barcha x,y € R uchun f(x+y)=f(x)+ f(y)
shartni qanoatlantirsa, u holda barcha x € R uchun f(x)=cx bo‘ladi (bu yerda c=const, ¢ = f(1)).

Isboti. Yuqoridagi lemmaga ko‘ra, barcha ratsional g € (Q uchun f(q)=cq ckani isbotlangandi.
Ixtiyoriy haqiqiy son X € R berilgan bo‘lsin. Haqiqiy sonlar to‘plamining zichlik xossasiga ko‘ra, X ga
intiluvchi ratsional sonlar ketma-ketligi {g,} = Q mavjud, ya'ni limg, = x berilgan f(x) funksiya uz-
luksiz bo‘lgani uchun, limit belgisini funksiya ichiga kiritish mumkin
fx)=f (nh_r)noo dn ) = nh—r)noo Jf(gy,)hamda g, ratsional bo‘lgani uchun f(g,)=c-q,ko"rinishga
keladi. Bundan esa f(x)= nhl)noo(c . qn) =cC: nh—r)noo 4y = €+ X ckanligini ko'rish qiyin emas.
Shunday ilib, barcha x € R uchun f(x)=cx. ®

2-teorema. Agar g:D —> D funksiya involutsiya bo‘lsa, ya’ni, barcha x€ D uchun
2(g(x))=x hamda A, B, C o‘zgarmas sonlar bo‘lib, A4°# B’ shart bajarilsa, u holda:
A- f(x)+B- f(g(x))=C"-h(x)ko'rinishidagi funksional tenglamaning yagona yechimi quyida-

_Ah)-B-hg) -
()C) - 2 2
A= -B

Isboti. Berilgan tenglamani (1) deb belgilaymiz: 4- f(x)+B- f(g(x))=C-h(x) (1)Tenglama-
dagi x o‘miga g(x) ni qo‘vamiz. Involutsiya xossasiga ko‘ra, g(g(x))=x bo‘lgani uchun
A-f(g(x)+B-f(g(g(x)))=C-h(g(x)) ga ega bo'lamiz va uni (2) deb belgilab olamiz.
A-f(g(x)+B- f(x)=C-h(g(x)) (2).Bizda f(x) va f(g(x))ga nisbatan 2 ta chiziqli tenglama-

lar sistemasi hosil bo‘ldi:

gicha topiladi: f
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x° -£+y-£:cx+cy:c(x+y) va o°ng taraf’ f(xy)-(x+y):i-xy-(x+y):c(x+y)
X y X

c
Ikkala taraf ham aynan teng keladi. Demak, f(x) =— (bu yerda ¢ € R — ixtiyoriy konstanta son).
X

P4.(IMO 2012, 2-masala). Barcha ab,ceR sonlari uchun

f(a—b)+f(b—0)+f(0—a)=2f(6!)+2f(b)+2f(0)—3f[

ruvchi barcha f: R — R funksiyalarni toping:

Yechilishi. Aytaylik, @ =b=c=0u holda berilgan tenglama 3 /(0) = 6 /(0)-3 f(0) =3 1(0) ,
tenglik ayniyatga aylanadi. Agar ¢=0 va b=-a almashtirishini kiritsak ( a=x
f2)+ f(0)+f()=2f)+2f()+2/(0)-3f(0) =  fC2x)=f(0)+[(=x)-f(0)
Umumiylikka zarar yetkazmasdan faraz qilaylik, funksiyadan f(0)=C ni ayirib, g(x) = f(x)— f(0)
deb olsak, g(0)=0 va g(2x) = g(x)+ g(—x) munosabat hosil bo‘ladi. Barcha analitik gadamlar va a-

a+b+c

TJ ushbu tenglikni qanoatlanti-

Imashtirishlar orqali funksiya kvadratik . £(x) =kx*>+C (buyerda k,C € R -ixtiyoriy o‘zgarmaslar) ko*-

rinishga keladi.
P5.(IMO 2017, 2-masala). Barcha x,y€ R uchun ushbu f(f(x)f(¥)+f(x+y)=f(xp)

shartni ganoatlantiruvchi barcha f:R — R funksiyalarni toping.

Yechilishi. Aytaylik, x=0,y=0 desak, bundan f(f(0)")+ f(0)=/(0)= f(f(0)’)=0
f(0)=c deb belgilasak, f(c’)=0 kelib chiqadi. Demak, funksiyaning kamida bitta a =c” ildizi
mavjud ( f(a)=0).

1-holat. (¢ =0, ya'ni f(0)=0) Berilgan funksional tenglamaga y = 0 bilan birgalikda qo‘yamiz
va f(f(x)fON+f(x)=F(0)= f(O)+f(x)=0=1f(x)=0

2-holat. (¢#0, yani f(0)#20) U holda a=c*#0 uchun f(a)=0 bo‘ladi. Tenglamaga
y=a qoyamiz. f(f(x)f(a))+ f(x+a)=f(ax)= f(0)+ f(x+a)= f(ax) . Bu munosabat f
ning chiziqli funksiya ckanligini ko rsatadi. f(x) = Ax + B ko‘rinishida izlab, berilgan funksional teng-
lamaga qo‘yib tekshirsak, 4 = —1, B =1 kelib chiqadi. Bundan esa biz izlayotgan funksiyalarning ko rini
quydagicha boladi. f(x)=0 va f(x)=1-x.

Mustaqil yechish uchun masalalar

P1.(1991-yil. Kanada Olimpiadasi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz va quyidagi
f(g(x))=g(f(x)) ayniyat o°rinli bo°lsin. Agar f(x)= g(x) tenglama haqiqiy ildizga ega bo‘lmasa, u
holda f(f(x))=g(g(x)) tenglama ham yechimga ega emasligini isbotlang.

P2.(2009-yil, Moskva shahri oliy o‘quv yurtlari talabalari o‘rtasidagi olimpiada). Agar

f(x)= g—l— 2 bolsa, f(f(...f(x)...)) ning x =4 nuqtadagi qiymatini hisoblang.
2009

P3.(FIITJEE, 2016-2018-yillar atrofida). Agar f:(J — @ funksiya berilgan bo‘lib, ixtiyoriy
x, ¥y € Q uchun quyidagi shartlar bajariladi:

L fx+y)=f(x)+ f(y)+2547;

2. f(2004)=2547.

Ushbu ma’lumotlarga ko‘ra, f(2547) ning giymatini toping.

P4.(IMO Shortlist 2002). R hagqiqiy sonlar toplami bo‘lsin. Barcha x, y,z,7 € R sonlar uchun

fx+ )+ f(x+)+ f(x+D)+f(+2)+ fy+D)+ f(z+H) =26 f(x-3y+5z+T1)

barcha f :R— R lami toping.
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